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Vorwort

Dieses Skript ist eine korrigierte und leicht revidierte Version des Skripts, das wihrend dem
Wintersemester 1987/88 laufend verteilt wurde.

Die fiir diese Vorlesung zustindigen Assistenten (Richard Gut, Andreas Gygi und Markus Huf-
schmid) haben dieses Skript mit dem Textsystem IATgX erstellt und viele Sprachfehler von mir
verbessert.

Ich bin ihnen nicht mur fiir ihre ausserordentlich grosse Arbeit arh Skript, sondern auch fiir all
ihre Bestrebungen, diese neue Vorlesung zu einer erfolgreichen Lehrveranstaltung zu machen,
sehr dankbar.

J. L. Messey, Mirz 1988

In dieser Version wﬁrden einige Fehler korrigiert. Die Seitenumbriiche und -zahlen sind aber
nicht kontrolliert!

November 1989

" Auch diesen Herbst konnten wieder einige (sicher nicht die letzten!) Fehler eliminiert werden und
kleine Verbesserungen angebracht werden — so stimmen zum Beispiel die Querverweise wieder.
Neu wurde ein Anhang iiber verallgemeinerte Funktionen und den Dirac-Stess angefiigt.

Herbst 1590

In dieser Auflage wurde neu das Kapitel 7.5 iiber die Maximum-Likelihood- Filterung (Viterbi-
Algorithmus) eingefigt. Einige Fehler konnten elimpiniert werden und gewisse formale De-
tailinderungen wurden vorgenommen,

Herbst 1991
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A VERALLGEMEINERTE FUNKTIONEN UND DER DIRAC-STOSS A-1



1 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1.1 Mathematisches Modell

Zufalliges
Experiment

w (Ergebnis)

“Wahrscheinlichkeitssystem” = (Q, A4, P)

1 = Ergebnisraum (“Sample Space”).

(oder “Vereinigung der elementaren Ereignisse”)

= Menge der moglichen, einander ausschliessenden Ergebnisse.

| Bei jedem Versuch des zufilligen Experimentes tritt genau ein Ergebnis w, w € €, ein.

Beispiele:
(1) zufdlliges Experiment: Werfen einer Miinze.
Q={K,Z}
(2) zufélliges Experiment: Werfen von zwei nicht identischen Miinzen.
Q={Kk,Kz,Zk,Z2}

(3) zufilliges Experiment: Drehung eines Zeigers.

O={w : 0<w<<?2n}.




A = Klasse der Ereignisse (oder “zufillige Ereignisse”).

Grob gesagt, ist ein Ereignis eine Untermenge von (2.

Genau gesagt, ist ein Ereignis eine Untermenge von 2, die zu A gehdrt.

Die Ereignisse in .4 miissen eine o-Algebra bilden, d.h. eine endliche oder abzihlbar
unendliche Reihe von Mengenoperationen von Ereignissen in .A muss immer ein Ereignis in
A liefern. Um eine o-Algebra zu sein, geniigt es, dass

(i) AcA=>4Ac A
wobei A= {w : wefl, w¢& A}
und
(i)
+oo

AI:A2|A3)-"EA=> U Ai € A.

i=1

Beispiele: (Fortsetzung)

(1)
A = ({K),12},{).4K.2)
" P
elementare
Ereignisse

A = FEreignis, dass entweder K oder Z eintritt

= {K,Z} =%.
B = FEreignis, dass weder K noch Z eintritt
= {}=0.

C = Ereignis, dass K eintritt = {K}.
D = Ereignis, dass Z eintritt = {Z}.



(2)
A = ({},{Kk Kz Zk,Zz},{Kk},{K2},{Zk},{Zz}, _
{Kk,Kz2},{Kk,Zk},{Kk,22},{Kz, Zk},{Kz, Z2},{Zk, 2z},
{Kk,Kz,Zk},{Kk, Kz, Zz},{Kk, 2k, Z2},{Kz, Zk, Zz}).

A = Ereignis, dass genau eine Zahl eintritt
{Kz, Zk}.
= [Ereignis, dass genau ein Kopf eintritt.
B = Ereignis, dass ein oder mehrere Kopfe eintreten
{Kz Kk, Zk}.

(3)

A = Klasse von allen Unterintervallen des Intervalls {0, 27) zusammen
mit allen endlichen oder abzihlbar unendlichen Summen solcher

Intervalle.
A1 = FEreignis, dass der Zeiger im ersten Quadrant landet

= {w:0<w<3)

O

Ein Ereignis tritt genau dann ein, wenn das Ergebnis des zufilligen Experimentes zu die-
sem Ereignis gehort. Also treten bei jedem Versuch des zufilligen Experimentes mehrere

Ereignisse ein.

P = Wahrscheinlichkeitsmass {“Probability Measure”).

P ist eine reellwertige Funktion mit dem Definitionsbereich A, d.h.
P:A—-R,
die die Axiome von Kolmogorov {1903-1987) erfiillen muss, namentlich:
(i) Ae A = 0< P[A] < 1;
(if) PlOQ]=1;
(iii)
Aind; =0 PIJAL = YoPlAl
=1 i=1

i#£ 7 = oo +00
PlJAl = 3 PlAd.
i=1

i=1
{Ai N A; nennt man auch Verbundereignis)
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Es gelten dann zum Beispiel:
ANA =0= P|[AUA| = P[A] + P[4]

Deswegen gilt:
P[Q) = 1= P[A] + P[4].

P& =1- P[4] = P[#]=0.

Q heisst das sichere Ereignis.

@ heisst das unmdgliche Ereignis.

Ein Ereignis und nur ein Ereignis' hat eine Wahrscheinlichkeit.

Nichts in der Wahrscheinlichkeitstheorie sagt, was das physikalisch richtige Wahrscheinlich-

keitsmass P sein muss!

Beispiele: (Fortsetzung)

(1) Wir wihlen P[{K}] = 0.3
= P{Z}]=1- P[{K}]=0.7
Pl@ =0
Pi{Z, K} = PIR) = 1.

(2) Wir wihlen P[{Kk}] = Pl{Kz})] = P{Zk} = 1}
= P{Zz}] =3
__ PlA|= Pl{Zk} u{Kz}] = P{Zk}] + P|{K=}] = }

Usw.

(3)  Wirwihlen P[4] =54 AeA

dabei ist L{A) gleich der Summe der Langen der sich nicht iiberlappenden Intervalle,
die A bilden.

LA =1 P4 =2 -

]



1.2 Charakterisierung von Zufallsgrossen

Eine Zufallsgrdsse (“random variable”) X ist eine Funktion X, X : Q — R, so, dass fiir jedes
z € R die Menge {w: X(w) < z} ein Ereignis in A ist.

Zufalliges w
Experiment

X() — Xw)

Fx = Verteilungsfunktion von X.

Fx:R—= R
nx A
Fx(z) = Pl{w: X{w) <g}] .
gekiirzt als P[X <z
Eigenschaften:
(i) T < 23 =% Fx(zlr) < Fx(z3).

und

(i) Lim Fx(z) =0, Jim Fx(z)=1;

Beispiele: (Fortsetzung)
(2) X = Anzahl Zahlen, die eintreten |

PIX=0]=PlX=%=; PX=1=j
Fx(z)
1

3/4 | I
1/2 |
4l

e T J

-2 -1 0 1 2 T




Fx ist immer linksseitig stetig.

(3) X = Winkel zwischen dem Zeiger und der horizontalen Achse. Das heisst
X = w. Es folgt, dass :
8 z<0
{w: Xw)<z}=( {w:0Sw<z} O<z<2n
Q >2n
Aber L{{w: 0w < z}) =1z, 0<z<2m
_ 0 <0
Fx(z)=P[X <z]={ & 0O0<z<2r
1 T >2
Fx(z)
1 1
0 or x
o o}
px : Wahrscheinlichkeitsdichte von X
px:R— R (1.1)
px & ZFx(@) (12)
Eigenschaften:
(1) px(z) > 0 (oder enthilt eine positive Diracfunktion auf dem Punkt x), fiir
jedes = € R.
L3 +m
@ [ px@dz=1.

o0

Diese beiden Eigenschaften sind die einzigen, die eine Wahrscheinlichkeitsdichte erfilllen muss.
Beispiele: (Fortsetzung)

(2) rx{z) = %5(2:) + %ﬁ(x -1+ %5(1: -2




px(x)

A 1/2
1/4 1/4
-2 -1 0 1 2 X
(3)
px(z)
1
2x
0 2n X
O
Es folgt aus der Definition von px{z), dass
Fx(x) =[ px(z) dz ist.

Wenn X(Q) entweder endlich oder abzdhlbar unendlich ist, dann wird die Zufallsgrisse als
diskret bezeichnet. Aquivalent ist X gensu dann diskret, wenn px aus einer Reihe von Di-
racfunktionen besteht. Wenn Fx stetig ist, dann wird auch die Zufallsgrisse X als stetig
bezeichnet. :

N.B. Es gibt Zufallsgréssen, die weder diskret noch stetig sind. Dazu gehort z.B. eine Zu-
fallsgrosse, deren Verteilungsfunktion Fx folgende Eigenschaften aufweist:

» Fx ist stiickweise stetig (d.h. stetig bis auf einige Sprungstellen)
» Fx ist nicht stiickweise konstant (da in diesem Fall die entsprechende Zufallsgrésse diskret

wire)

Beispiele: (Fortsetzung)

(2) X ist diskret, weil X(Q) = {0,1, 2} ist.
(3) X ist stetig, weil Fix stetig ist. (N.B. Es spielt keine Rolle, ob px stetig oder
nichtstetig ist.)

Py : Wahrscheinlichkeitsfunktion der diskreten Zufallsgrisse X.
(X () bezeichnet den Wertebereich der Funktion X.)
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Px: X()—R , (1.3)
Px(z) £ Pl{w: X(w) = 5}, (1.4)
gekiirzt ;f.‘i P[X =x]

Beispiel: (Fortsetzung)

(2)

Sei X diskret, dann gilt

px(a) =3 Px(=) - 6(z — @),

wobel T3, Zg, ... die méglichen Werte von X sind. .

1.3 Erwartungswerte von Zufallsgrossen

Sei f eine ree]lwertrige Funktion mit einem Definitionsbereich, der X () einschliesst, dann ist der
Erwartungswert von f(X) wie folgt definiert:

01 = [ 1@ px(@) da.

Falls X diskret ist, kann der Erwartungswert auch folgendermassen berechnet werden:
E[f(X)] = > flzo) - Px ().
i

Sei f(z) = ¢, dann gilt offensichtlich:

= [ cpx@d=c [ px@ds=c

oo

Fiir f(z) = z™ erhilt man das sogenannte n-te Moment von X, nii.mlich

+o0
E[X"] = f 2™ px(z) de.
Im diskreten Fall kann das n-te Moment wie folgt bestimmt werden:

_E (X" = Z (z:)" - Px (i) -



Beispiele (Fortsetzung)
(@  EX]=0-}+1-i+2.%1=1

@  EXl=[ zpx(z)d = f:rm-%dx =

Linearitat des Erwartungswertoperators:

Eletfi(X) + c2fo(X)] = a E[fi(X)] + E [f2(X)].-

Die Varianz von X ist wie folgt definiert:

VarlX] £ B [(X - mx)?],

wobei mx = E[X]. Eine wichtige Bezichung ist die folgende:

VarlX] = E[X?—2mxX +(mx)?]
= E[X?| - 2mxE[X] + (mx)®
= E[x? - (E[x]*. '

Beispiele (Fortsetzung)
(2) Var[X] = E[X%) ~(E[X])* =3 -12= L.

2

(3) Var[X] = 3n? — w2 =%,

Sei a < b, damn gilt:

(Linearitdt)

{w: X(w) <b}={w: X(w) <a}U{w: a < X(w) <b}.

unvereinbare Ereignisse

PIX<b = PX<a+Pa<X<

Pla<X<b = P[X<b-P|X<ad

= Fx(b) — Fx(a)
b.
=mem

Falls R ein Teilgebiet der reellen Achse bezeichnet, dann gilt allgemein:

PlX € R] = prx(a:) dz.



1.4 Charakterisierung n-dimensionaler Zufallsgrossen .

Xi() X1{w)

Xa(.) Xa(w)

Zufilliges tw
Experiment

Xn() i S n(‘-‘-’)

X =(X1,X2,...,X,) heisst ein n-dimensionaler Zufallsvektor.

Bemerkung:
In diesem Skript bezeichnet (X3, X2, ..., X,) einen Kolonnenvektor und X, Xo,..., X,] einen

Zeilenvektor.

Fx: n-dimensionale Verteilungsfunktion von X.
Fx: R" - R 7
Fx(z) = PHw: X)(w) <z1und ... und X,(w) < Tn}l].
_ abgekiirzt: P[X|<:l,...,X:T<::.,] oder sogar: P[X<z]

Eigenschaften:
(i) =i_]_lrilo‘:'Fi(:::l,...,:1:.;,...,:5") =0
:.-E-I-Eoopl{"(zl" va gy Tgy e ,In) = FE_(:::l,. ey Ti=1,Tig1,y-- .In),

wobei i— = (Xl,.. .,X{_l,X5+1,...,Xﬂ).

(i) F x(Z1,...,%Tn) nimmt zu (oder genauer: nimmt nicht ab) mit zunehmenden x;.

px: n-dimensionale Verteilungsdichte (Vefbunddichte) von X.

px: A" — R
Jay o
PL(E) = mFL(Ii, ceyZn).
Eigenschaften:
(i) px(2) >0 fir jedes z € R”

(oder enthélt eine positive, mehrdimensiopale Diracfunktion auf dem Punkt z).
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+ 00
(i1) Px(T1, - Tiy... Tn) dTi =px—(Z1,.- -, Ti=1y Ti+ls-- -1 Tn),
—oo

wobei X—= (X]_, .- .,X,'_]_,X.H.l, Ve ,Xn).
N.B. Aus (ii) folgt, dass

-+ oo +0a
f f px(Z1,...,Tn) dT1...dTn = 1.
-0o0 -0

Px: n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsfunktion des diskreten Zufallsvektors X.

Pl: K(Q)——* R
Px(z) £ PlX =2|.

Sei f eine reellwertige Funktion mit einem Definitionsbereich, der X(£2) einschliesst, dann ist
der Erwartungswert wie folgt definiert:

A [t +00
E[f(i)]='[_w o f(:cl,...,z,,)-p._x_(zl,...,:cn) dz) ...dTn.

Falls X diskret ist, dann gilt:
Eif(X))=Y_...3 f(z1,...,2n) - Px{z1,...,Zn).
) Zn

Linearitdt des Erwartungswertoperators

E e fi(X) + c2f2(X)] = a1l E[/i(X)] + 2E [f2(X)] -
Insbesondere gilt immer: '

EX1+Xoe+...+ X, =E[XI|+ E[Xo)+...+ E[X,].

Die Zufallsgrossen X, Xa,...,Xn heissen unabhiingig, falls

| Fx(®1,83,-+,%n) = Fx,(:1) - Fxy(22) -+ Fx, (&n),

fir alle (z,,...,Zn) in R™.

Oder dquivalent: Die stetigen Zufallsgrssen X, X3,..., X, sind unabhingig, falls
Px(Z1,%2,---,Zn) = Px,(T1) - PX,(T2) - - - Px, (Tn)s

fir alle (z,...,2,) in R™. |

Ebenfalls dquivalent: Die diskreten Zufallsgréssen X1, X3, ..., X, sind unabhangig, falls

P_}_{_(I[, TPyenny .7:,,,) = le (:L';) - sz(zz) e PX,.(-Tn):
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fiir alle (z,...,Zn) in X{(02).
Falls X und Y unabhingig sind, dann gilt:
E[X-Y]|=E[X). E[Y]

" Beweis:

+00 +oo
E[X-Y] _[ _/ Ty pxy(z,y) dr dy
—oo J-0o

+w +m s -
_/i f z-y-px{(z)-py(y) dz dy {unabhangig)
00 J—c0

= f+m:l:-px(z)da:f_+:y'm’(y) dy

-0

= E[X]-E[Y]. : o0

i

Es ist nun leicht zu beweisen, dass
Var{X; 4+ Xz + ...+ Xn] = Var [X1] + Var [X2] +... 4+ Var [X;].

gilt, falls X, X5,...,X, unabhéngig sind. (Tatsé.chlidh gilt diese Gleichung mit der schwi-
cheren Annahme, dass X1, X3,...,X» unkorreliert sind, wie unten definiert wird.)

Sei R ein Teilgebiet von R™, dann gilt:

PIXeRl = [...J px(z)dz...dz,.
R

Im diskreten Fall gilt:

PIXeRl= ¥...¥ Px(2).
R

Die Zufallsgrissen X1, X2, .., X heissen i.i.d. (nach dem Englischen “independent and identi-
cally distributed”), falls sie unabhéngig sind und dieselbe Verteilung besitzen. (vgl. Ubungsaufgabe).
Die Kovarianz der Zufallsgrossen X und Y ist wie folgt definiert:

Cov(X,Y) = E[(X - mx)(Y — my)},

wobei mx = E[X] und my = E[Y].

Bemerkungen: .
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(1) | Cov(X, X) = Var[X)].

(2) Seien X und Y unabhiingig, dann ist

Cov(X,Y) = EXY -mxY -myX+ mxmy)

= E[XY]-mxE[Y]| - myE[X]|+mxmy
E[X]E[Y] —mxmy —mymx +mMxmy
0.

(unabhéngig) =

3) [ Cov(X,Y) = E[XY] - E[X] - E[Y].

Wenn Cov(X,Y) = 0, gilt nicht unbedingt, dass X und Y unabhéngig sind.

Die Zufallsgréssen X'y, Xg, ... Xy, heissen unkorreliert, wenn

Cov(X;, X;) = 0 fir alle i # ;.

Wenn X1, X3, ... X, unabhingig sind, dann sind sie auch unkorreliert. Die Umkehrung
gilt aber im allgemeinen nicht. .

Die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors X = (X1, X2,...,X5) ist die Matrix

4\11 en )iln‘
A=| o
’\nl -':\'rm.

wobei Aj; = Cov(X;, X;).

Seien X, ..., X, unkorreliert. Dann ist A eine Diagonalmatrix, d.h. Ai; = 0 fiir alle 1 # j.

Die Zufallsgrosse X heisst gaussverteilt (oder normalverteilt), falls

px(z) = \/21_11'0’ e—l’—;;"")-

wobei 62 = Var(X] und m = E[X].

Der Zufallsvektor X = (X1, X3, ..., Xyn) heisst gaussverteilt (oder normalverteilt), wenn

13




1 ~$Hz-mTA N g —m)
= € 1
Px(@) = (o T et

wobej A die Kovarianzmatrix von.i und m = (E[X4],..., E[X,]) ist.

Wenn X, Xq, -, Xy unkorreliert sind und X = (X1, X, -+, Xn) gaussverteilt ist, dann
sind Xy, Xo, -+, X, auch unabhéngig. ::

Beweis:
A = diag(o?,02,.++,a%) {(unkorreliert}
= A.—l = diag(crl-g, 052: Tt 6;2)
= (@-m)T A (z—m) = Y (zi—m)?/d}. (mi = E| X))
i=1

Weil X gaussverteilt ist, gilt:

n 1 29,2
px(a) = [l e tvmd/on

j=1 V2o

pri(zi-)'
i=1

(]

Aus obigem Beweis sehen wir, dass die einzelnen Komponenten des Zufallsvektors X1, Xa,--+, Xn
gaussverteilt sind. Dies ist ein Sonderfall folgender allgemeinen Tatsache:

Sei der Zufallsvektor X = (X,,---, Xn) gaussverteilt, dann ist auch jeder Untervektor von
X gaussverteilt.

z.B. sei (X1, X2, X3) gaussverteilt = auch (X1, X3) ist gaussverteilt.

Es ist nicht schwierig, diese Eigenschaft direkt zu beweisen. Wir integrieren dazu die Wahr-
scheinlichkeitsdichten der unerwiinschten Komponenten von —oo bis co. Hier wollen wir aber
auf die Details eines solchen Beweises verzichten.

Wir stellen jedoch fest, dass diese Eigenschaft einen Spezialfzll folgender wichtiger Eigenschaft
darstellt:

Sel X = (X,,---,X,,) grussverteilt und sei A eine m x n reelle Matrix mit Rang m. Dann
ist auch ¥ = AX = (Y1,---,Y;,) gaussverteilt.

(Grob gesagt: eine lineare Operation auf gaussverteilte Zufallsgrossen liefert wieder
gaussverteilte Zufallsgrossen!)

Um diese sehr wichtige Eigenschaft leichter beweisen zu kénnen, fithren wir folgende Notation
ein:
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Sei G(X) eine Matrix (oder ein Vektor) wobei jede Komponente gi;(X) eine reellwertige Funk-
tion des Zufallsvektors X ist. Dann schreiben wir

E[G(X)]

fiir die Matrix (oder den Vektor) mit entsprechenden Komponenten E[gi;(X)]. Mit dieser No-
tation konnen wir fiir einen beliebig verteilten Zufallsvektor X = (X, -+, X,) schreiben:

BIX] = (BIXl, -, BlXal) = mg

und

Die (i,j)-te Komponente der Matrix innerhalb des Erwartungswertoperators ist (X; —
E[Xi))X; — E[X;]).

Eine wichtige Eigenschaft dieser Matrixformulierung ist:

E[AG(X)B| = ABIGX)]B,

was direkt aus der Linearitit des Erwartungsoperators folgt, wobei A und B Matrizen mit den
entsprechenden Dimensionen sind.

Sei X = (Xi,X2,-+-,X,) ein beliebig verteilter Zufallsvektor mit dem Mittelwert my
und der Kovarianzmatrix Ay und sei A eine beliebige reelle m x n Matrix, dann ist ¥ =
("1,Y2,-+-,Yn) = AX ein Zufallsvekior mit dem Mittelwert

my = Amy

und der Kovarianzmatrix

Ax = AA KAT .
Beweis:
Y=AX = EY]=AEX] (Linearitit)
d.h. ﬂx == Aﬂ

Ay = E[¥ -my)(Y - my)T]

E[(AX - Amy)(AX - Amy)7]
= E{(A(X - my)(A(X — my))T]
= E[A(X - ml)(i - LH.L)TAT]
= AE[(X - mx)(X — myx)T]AT
= AAxAT
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Weiter brauchen wir folgende allgemeine Tatsache:

Sei G : R* — R® eine invertierbare Funktion y = G{z) wobei 3 = gilxz1,-++,Zn) so,
dass g; alle partiellen Ableitungen erster Ordnung fiir i = 1,...,n besitzt. Weiter sei X =
(X1, -, Xn) ein stetiger Zufallsvektor. Dann hat Y = G(X) die Wahrscheinlichkeitsdichte:

rx (G~ ()

wobei 7 (z) die Jacobische Determinante von G(z), d.h.

ngz! ... faif=z
£ In

Jolg)=det| : .

ist.

Beweis:
Sei z ein beliebiger Punkt in R™ und R ein beliebig kleines Teilgebiet von R™ mit dem Volumen
Aj, das z enthilt und sei Az das Volumen von Ry = G(R,), dann gilt:

PlY € Ro] = P[X € Ry]

Py (G(z))A2 = px(z)A: .
Aus der Analysis wissen wir, dass

und dass aje beiden Naherungen genau werden, falls A; — 0. Somit erhalten wir:
py(G(2)) - [Je(@)| = px(2)

was dquivalent zu unserer Behauptung ist.

Bemerkung:
Manchmal ist Jg-1(y) leichter zu berechnen als Je(G~!(y)). In diesem Falle ist folgende
Tatsache niitzlich: '

1

JG“(E) = JG(G_I(E)) »

Sei X = (X1,...,Xn) ein beliebiger stetiger Zufallsvektor und sei A eine invertierbare
reclle n x n Matrix, dann gilt fiir den Zufallsvektor ¥ = AX:

. 1 -
pr(y) = Taet(A)] px(A”ly).
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Beweis:
Definieren wir G(z) = Az, dann ist G invertierbar mit

9i(z) = ai1T1 +. .. + GinTn,
wobei a;; die (4, j)-te Komponente von A ist. Also haben wir

Boilz) _
0z; d

so, dass Je(z) = det(A) fiir alle . 0

Der Leser sollte jetzt in der Lage sein, die ‘sehr wichtige Eigenschaft’ auf Seite 14 selber zu
beweisen (vgl. Ubungsaufgabe).

Transformation von Zufallsgrossen:

xi() ) L Yi(w)
- Xo() |22 |
Zufdlliges | w Transformierende
Experiment Funktion G(.}
Xn
Xa(.) (w) — Y (w)

1.5 Charakterisierung bedingter Ereignisse

Seien A und B Ereignisse. Dunn ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der
Bedingung, dass A eintritt, wie folgt definiert:

P(B|4) & f% , falls PA] #0.

Es ist jetzt aber zu bemerken, dass das “P" beim P(B|A) nicht dasselbe ist, wie das “P" beim
P[B]. Tatséchlich sollte man es folgendermassen formulieren:

Sei A ein Ereignis mit P[A] # 0. Dann ist P(.|A), das bedingte Wahrscheinlichkeitsmass
unter der Bedingung, dass A eintritt, die Funktion:

P(|A):A— R
P(B|A) = P[ﬁ[—le]

Es folgt nun unmittelbar aus den Eigenschaften fiir das Wahrscheinlichkeitsmass P, dass
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Be A=>0< P(BJA) <1;
(i)
P(QA)=1;
(i)

| PnB,-A = nPB.-AV
BB =0 _ (‘_L=J1 |4) E( |4)

el P(UJBIA) = S PBilA).
i=1 l'?l.

Wir sehen, dass P(.|A) die drei Axiome von Kolmogorov erfiillt. Es ist aber zu bemerken, dass
P(.|A) von P eindeutig bestimmt ist, d.h. P(.|A) ist eine Art “sekundares” Wahrscheinlich-

keitsmass. :

Wenn P[A] = 0 ist, kann man P(.|A) nicht wie oben definieren. Man sagt dann, “dass P(B|A)
mathematisch nicht definiert ist, wenn P[A] = 0 ist”. Aber bei mehreren Anwendungen kommt
es vor, dass ein bedingtes Wahrscheinlichkeitmass P(.]4) “physikalisch bestimmt” ist, obwohl
P[A] = 0. Solange dieses P(.|A) die drei Axiome von Kolmogorov erfiillt, kriegt man keine
mathematischen Widerspriiche, wenn man dieses “physikalisch bestimmte” P{.|A) anwendet.
Vielleicht sollte man am besten sagen, falls P[A] = 0 und P(.|A) physikalisch nicht bestimmt
ist, dass P(.|A) ein unbekanntes Mass ist, das die Axiome von Kolmogorov'erfiillt. Egsal ob
P|[A] # 0 oder P[A] = 0 gilt dann immer:

P[AN B] = PIA|P(B|A) .

Es gilt dann auch immer die Muitiplikationsregel:

P|BiNBaN...N By] = P|B)|P(By|B1) ... P(Bn|BiNBaN...0 Ba_y) .

Beweis:

PBinBaNn...NBy) = Pl(BiN...NBp_1)N By ]
= P{Bl . ..ﬂBn_ll.P(Bn]B]_ NnBxn.. .ﬂBn_l)

a .

Die Ereignisse Ay, Ag, ..., A; bilden eine komﬁlette {oder vollstdndige) Klasse von paar-
weise unvereinbaren Ereignissen, falls gilt:

AiNA; =0, firalle i #3
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und
AjUAU ... UA. =0,

Der sogenannte “Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit”:

Wenn Ay, A3,..., Ay eine komplette Klasse von paarweise unvereinbaren Ereignissen bilden,
dann gilt:

P[B] = P[A1)P(B|A;) + P[A2] P(B|A2) + ... + PlA:]|P(B|Ax) .

Beweis:

B = BnNNQ
Bﬂ(A]_UAgU...UAk) .
= gBrjAl)u(BnAz)u...u(BnA-kl

eine Summe von paarweise unverein-
baren Ereignissen

Aber nach dem dritten Axiom von Kolmogorov gilt:

PB] = zkj P[BN A;)
i=1

k
= 3 PlAJP(B|As) .

i=1

Korollar 1: (Die Bayessche Formel)

Wenn Ay, Az, ..., Ax eine komplette Klasse von paarweise unvereinbaren Ereignissen bilden
und P[B] # 0, dann gilt:

P[A]P(B|4;)
iy Pl4;]P(B|A;)

P(A;|B) =

Beweis: Der Nenner ist gerade P[B]! @

Die bedingte Verteilungsfunktion von X unter der Bedingung, dass A eintritt, ist
die Funktion:
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FX|A:R-—-3R

Fxial@) = P({w: X(©) < z}l4)
abgekiirzt als P(X<zjA)

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von X unter der Bedingung, dass A eintritt,
ist die Funktion:

po it R— R
d
pxialz) = EFXIA(I) .

Eigenschaften:

(i) px1a(z) >0 (oder enthilt eine positive Diracfunktion im Punkt z), fiir alle z € R.
(ii) - |

_/:: pxja(z)dz =1.

Bedeutung: Sei R ein Teilgebiet von R. Dann ist:

P({w: X@) e RIA) = [ pxia(e)ds.
abgekiirzt als P(xeR|A)

Korollar 2:
Wenn A, Az, ..., A eine komplette Klasse von paarweise unvereinbaren Ereignissen bilden,
dann gilt:
px(z) = PlAilpxia,(z) + - + PlAxlpx|a,(2) -
Beweis:

Fx(z) = P|X <z
| PlAIP(X < z|A1) + -+ + P[Ak]P(X < z}AR)
= PlA1|Fx|4,(z) + -+ PlA]Fx|a,(z) .
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Zum Schluss bleibt nur noch abzuleiten. a

Der bedingte Erwartungswert von f(X) unter der Bedingung, dass A ‘eintritt, ist wie
folgt definiert:

B0l = [ f@pxia@ds.

Korollar 3: (“Satz des totalen Erwartungswertes”)

Wenn Ay, Az, . .., Ax eine komplette Klasse von paarweise unvereinbaren Ereignissen bilden,
denn gilt: '

E[f(X)] = P[AE[F(X)|AL] +-- - + P[A] E[f(X)| Ax] -

Beweis: Man braucht nur die Formel fiir px(z) von Korollar 2 in die Definition

B0 = [ felpx(e)ds

einzusetzen. ‘ a

Wir iiberlassen es nun dem Leser, alle obigen Formeln, die fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
gelten, so zu erginzen, dass statt einer Zufallsgrosse X ein Zufallsvektor X betrachtet wird.

Falls Y eine stetige Zufallsgrisse ist, wissen wir, dass P[Y y] = 0 ist fiir alle y € R. Trotzdem
ist es sinmvoll, fiir ein stetiges ¥ und fir py(y) # 0, ein bedingtes Wa.hrschemhchkmtsmaSS'
P(.|Y = y) wie folgt zu definieren:

P(BIY =y) = lim P(Bly<Y <y+e).

Es ist dann leicht zu beweisen (vgl. I"Jbungsa.ufgabe), dass folgendes gilt:

py|8(y)P(B]

P(BIY =v) = py(y)

falls ¥ stetig und py(y) # 0 ist.

Eine unmittelbare Folge dieser Tatsache ist die integrale Form des Satzes von der totalen
‘Wahrscheinlichkeit:

PIB| = [~ P(BIY =y)pv(u)dy, firalle B e A.
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Beweis:

f_ Z P(BlY =y)py(y)dy = f ~ im"’—“—”'(E"—)-l—?@mr(y)dy

—oo PY(y)
= +]
= PIBl [ pvin(a)ay = PlB].
a
Weil P(.|Y = y) ein echtes Wahrscheinlichkeitsmass ist, ist es nun auch konsequent, die bedingte
Verteilungsfunktion Fy|y=, und die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte px|y-, wie folgt zu

definieren:
Fxpy=y(z) = P(X < z|]Y =y)

und

: d
PX|y=y(Z) = EFX|Y=y(z) .

Wir werden jetzt demonstrieren, dass px|y—,(z) sehr einfach durch pxy(z,¥) und py(y) aus-
gedriickt werden kann:

d
C Pxy=y(T) = EP(X <z|lY =y)
PX<z+6Y=y)—-P(X <z|]¥ =y)

§—04+ &
—  lim Pz< X <z+6lY =y)
5= 04 &
<
"~ lm lim Pz<X<z+8ly<Y <y+¢)
0+ e—D+ )]
— Yim mP[a:SX<a:+5,ySY<y+e]
E—04 e—0+ - Ply<Y <y+¢

(Wir erinnern uns hier, dass P[A, B] dasselbe wie P[A N B] bedeutet)
B JE* [+ pxy (a, B)dfda
s=bs =B T8 T gy
pxy(z,y)
pr(y)

falls py (y) # 0 ist. Anstatt px|y—,(z) schreibt man normalerweise pxjy{zl|y), obwohl die erste
Bezeichnung priziser ist. '

' A
pxiy(zly) = pxjy=y(2) -

Obige Herleitung zeigt, dass folgendes gilt:
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pxy(z,y)

rx|y(zly) = v @)

falls Y stetig und py (y) # 0 ist.

Falls nun py(y) = 0, sagen wir, dass py|y{(zly) “mathematisch nicht bestimmt” ist. In jedem
Fall gilt aber: ,

pxy(z,y) = px;v(zlv)py (v) -

Weiter ist es sinnvoll, folgendes zu definieren:
BFX Y =3l = [ foupxiv(aly)ds

falls py(y) # 0 ist.

Eine unmittelbare Folge ist die integrale Form des Satzes vom totalen Erwartungswert:

B Y = [ EUCGGYIY = lpv(w)dy

Beweis:

fm Ef(X, V)Y =ylpy(y)dy = f f f(z y)pXY( 'y)pv(y)dzdy

= j; - f(z,y)pxy(z.y)dxdy
E[f(X,Y)].

)

O
Man muss hier wohl kaum erwihnen, dass alle obigen Resultate so erginzt werden kénnen, dass

statt einer Zufallsgrosse ¥ ein Zufallsvektor ¥ betrachtet wird. Wir iiberlassen es dem Leser,
diese Verallgemeinerung durchzufiihren.
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2 ENTSCHEIDUNGSTHEORIE

2.1 Problemstellung

Mathematisches Modell:

Zufalliges !

e vQ) LT a) |—dw)

Das allgemeine Problem: Die interessierenden Moglichkeiten A, Ag, ... A; bilden eine kom-
plette Klasse von paarweise unvereinbaren Ereignissen (d.h. bei jedem Versuch des zufilligen
Experiments tritt genau eines von diesen k Ereignissen ein). Gegeben sei die Beobachtung
Y = y. Wir wollen den Entscheid treffen, welche dieser k¥ Moglichkeiten eingetreten ist. Die
Funktion d (d: R — {1,2,...,k}) ist die Entscheidungsfunktion. d{y) = i bedeute, dass wir
entschieden haben, dass A; eingétreten ist.

Bemerkung: Wir werden mit einer skalaren Beobachtung y arbeiten. Alle unsere Resultate
werden aber sehr leicht zum Fall einer vektoriellen Beobachtung y ergénzbar sein.

Allgemeine Notation: Wir schreiben

Yi={y:d(y) =i} .

Y ist der Teil des Beobachtungsraums, worin wir entscheiden, dass A; eingetreten ist. Die
Spezifizierung von Vi, )y, ..., M ist der Spezifizierung von d{.) iquivalent.

Zunachst miissen wir festhalten,

(1) was dem Beobachter zum Voraus bekannt ist, und

(2) was als Kriterium der Giite eines Entscheids gilt.

Die Wahl dieser beiden Dinge kann sehr unterschiedlich sein und liefert uns viele interessante
Probleme,
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2.2 MAP- und ML-Regel

Erstes Problem:

(1) Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte py)4, fiir ¢ = 1,2,...,k als auch P[A;] fir i =
1,2,...,k sind dem Becbachter bekannt.

(2) Der Beobachter will P[F| minimieren, wobei F' das Ereignis sei, dass der Entscheid falsch
ist.

Fiir dieses Problem ist die optimale Entscheidungsregel leicht zu finden. Zuerst stellen wir fest,
~ dass des Minimieren von P{F] iquivalent ist zum Maximieren von P[F]. Dabei bedeutet F {das
Komplement von F') das Ereignis, dass der Entscheid korrekt ist.
Dann folgt, dass

P(F|Y =y) = P(Ag)|lY =),

und ferner, aus der integralen Form des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

P[F] = _/; Z P(Agy)lY = v)py(y)dy . (2.1) )

Von (2.1) kinnen wir schliessen, dass die Regel, die P[F] maximiert, folgende ist: wihle d(y) )
als das i, das P(4;|Y = y) maximiert.

Aber im- (einzigen interessanten) Falle, wo py(y) > 0 ist, gilt:

PY|Ag,, WP[Ady)]
o (@) . (2.2)

Weil der Nenner positiv und unabhingig von d(y) ist, kénnen wir schliessen, dass eine aquiva-
lente Regel gilt: wihle d(y) als das i, das py| 4,(y) P[Ai] maximiert.

P(Ag)lY =y) =

Wir fassen zusammen:

Die Regel die P{F] minimiert, ist: Wahle fiir jedes y, d(y) als das i (oder als eines der 4,
falls es mehr als eines gibt) das

pria,(¥) PlAi]

maximiert. (Diese Regel wird als die MAP-Regel bezeichnet, weil diese Regel die
meximale “a posteriori”-Wahrscheinlichkeit P(A;|Y = y) gibt.}

Fiir jede Entscheidungsregel (optimale oder nicht optimale) kénnen wir P[F] = 1 — P[F]
aus (2.1) mit Hilfe von {2.2) wie folgt berechnen:

P[F) =-/;mpY_M,,(,)(y)P[Ad(y)]dy-

25



Aber da d(y) =i zu y € V; Aquivalent ist, gilt:

k
PIF1=Y [ priaw)Pldidy

i=1

oder

P[F] = i (P[fli-] /y ‘pym‘(y)dy) :

i=1

Jetzt stellen wir fest, dass, fiir den Fall wo P[4;] = 1/k (i = 1,2, ..., k) ist, die MAP Regel sich
folgendermassen vereinfacht: wihle d(y) als das i, das pyjs,(y) maximiert. Diese Regel
(unabhéngig angewandt von P[4;] , i =1,2,...,k) heisst die Maximum-Likelihood- (ML-)
Regel. Diese Regel hat den Vorteil, dass es nicht nétig ist, die “a priori” Wahrscheinlichkeiten
PlAi], i = 1,2,...,k, zu kenmen. Wir haben aber gesehen, dass die ML-Regel P[F] im
Allgemeinen nur dann minimiert, wenn P{4;]=1/k, i=1,2,...,k ist.

Bemerkung: Fast immer in der Entscheidungstheorie nimmt man die bedingte Wahrschein-
lichkeit py4, fiir i = 1,2,...%k als gegeben an. Hingegen ist es nur bei gewissen Proble-
men sinnvoll anzunehmen, dass auch die ‘a priori’-Wahrscheinlichikeiten der interessierenden
Méoglichkeiten (d. h. P[A;] fiir £ = 1,2,...,k) bekannt sind. Man spricht von einem Bayes-
schen Entscheidungsproblem, falls die ‘a priori'~-Wahrscheinlichkeiten bekannt sind, da in
diesem Fall die ‘a posteriori’-Wahrscheinlichkeiten {(d. h. P(A;|]Y = y) fir i = 1,2,...,k)
mit Hilfe der ‘Bayesschen Formel' bestimmt werden kénnen (vgl. (2.2) und beachte, dass -

py(y) = PlAilpy|a, (¥) + - .. + PlAklpy|a, (¥))-

2.3 Allgemeines Bayessches Problem

Zur Formulierung des allgemeinen Bayesschen Problems, fithren wir den Begriff der ‘Kosten’
eines Entscheids ein. Es ist denkbar, dass es uns viel mehr ‘kostet’, uns fiir A; zu entscheiden,
wenn tatsichlich A, eingetreten ist, als uns fiir 4; zu entscheiden, wenn tatsichlich A; ein-
getreten ist. Wir filhren deshalb eine Zufallsgrosse S ein, welche den ‘Spesen’ des Entscheids
entspricht. Wir bezeichnen mit s;; den Wert der Spesen, falls tatsichlich A; eingetreten ist und
wir uns fiir A; entschieden haben. (Beachte, dass s;; den Spesen bei einem korrekten Entscheid
entspricht). Wir bezeichnen nun D; als das Ereignis, dass wir uns fiir A; entschieden haben,
oder anders ausgedriickt, dass die Beobachtung ¥ dem Entscheidungsgebiet }; angehdrt. Dann
gilt: .
.S'(u)=s,-j, falls w € A; N Dy,

was die Zufallsgrosse S vollstandig definiert. Ferner gilt offensichtlich:

E[5)A:n D_-,'] = 8ij . (2.3)

Zweites Problem:

(1) Sowohl py 4, als auch P[A;] fiiri = 1,2,...,k sind dem Beobachter bekannt. Zudem sind
die s;; firi =1,2,...,k; j=1,2,..., k bekannt.
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(2) Der Beobachter will die Entscheidungsfunktion d(.) so wihlen, dass E{S] minimal wird.

In einem ersten Schritt unserer Herleitung der optimalen Entscheidungsregel, stellen wir fest,
dass:

weil sowohl A;, As,..., Ay als auch Dy, Da,..., Dy eine komplette Klasse
von paarweise unvereinbaren Ereignissen bilden, bilden auch die k2 Ereignisse
AinD;,i=1,2,...,k,j=1,2,...,k eine komplette Klasse von paarweise
unvereinbaren Ereignissen.

Man darf aus diesern Grund den Satz vom totalen Erwartungswert anwenden:

k k
E[S] = EZE[SlAinDj]-P[AinDj]
. %
(23)= = Y. sij-PlAinDj)
i=1149=1
k Jk -
= 33 sij- PlA]- P(Dj] ).
i=lj=1

Andererseits gilt aﬁ:
P(D;|lA:;) = P(Y € Y;|A)
= f py)a(v)dy-
Yi

Aus diesen beiden Ausdriicken resultiert die Formel:

k

x
E[S] =3 P{A] Y sij f pyja,(v)dy (2.4)
=1 Vi

i=1

Diese Form ist fiir die Berechnung von E[S] fiir eine beliebige Entscheidungsregel d{.) gut ge-
eignet, da alle Grossen auf der rechten Seite bekannt sind. Hingegen ist (2.4) nicht geeignet, um
daraus eine optimale Entscheidungsregel abzuleiten. Wir formen (2.4) deshalb um:

k k
BlsI =3 [ Y Plad s -pria @y

7 i=1
Da y € Y; dquivalent zu d(y) = j ist, kdnnen wir diese Formel nochmals anders, schreiben:
+oa k
E[S] = f (Z PlAi] - saqy) * leA.-(y)) dy (2.5)
- \i=1
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Fiir jedes y kénnen wir d(y) frei wihlen. Um das Integral zu minimieren, wéhlen wir d(y) so,
dass der Integrand fiir jedes y minimal wird. Wir erhalten folgende Regel:

Die Regel, um E[S] zu minimieren lautet: Wahle fiir jedes y, d(y) als dasjenige j (oder als
eines derjenigen 7, falls es mehrere gibt), welches

k
ZP[Ai] - 55 * Py 1A, (V)

i=1

Beispiel: Wir betrachten im Folgenden den Spezialfall, dass es lediglich zwei interessierende
Méoglichkeiten gibt. Wir bezeichnen diese Méglichkeiten mit Ag, resp. A;. Dies ist fiir den Fall
k = 2 die gebriuchlichere Bezeichnung als A; und A». Ferner soll uns das daran erinnern, dass
wir die Einschrankung k = 2 gemacht haben.

Wir miissen nun offenbar fiir jedes y dasjenige j wiahlen, das

P[Ag| - s0; - py14,(¥) + PlA1] - 515« py)a, (W)
minimiert. Der Rand der Entscheidungsgebiete fiir 7 liegt dort, wo
P[Ag] - 500 - Py14,(¥) + PA1] - 810 - Pyja, (¥) = PlAo] - so1 * Py 14, (¥) + PlA1] - 511 - Py|a, (¥)
ist; d(-)rt koénnen wir j = 0 oder j = 1 wihlen.
Wir kénnen nun unsere Bedingung wmformen zu

Pyia,(¥) _ PlAi])[s11 — s10)

Liv) = pyia(y) ~ PlAo)[soo — so1]’

L(y) entspricht einer “likelihood ratio”. Diese ist definiert als:

Py, (y)
Ly) =~ (2.6)
@ = i ®)
Das allgemeine Bayessche Problem lésst sich fiir k = 2 als “Likelihood-ratio”-Test mit der

Schwelle
T = PlA;][s11 = 810]
P[Ag][so0 — so1]

suffassen. Die Entscheidungsregel lautet:

yeEd, falls L{p)>T

{(Wir werden spater auf die “likelihood ratio” zuriickkomnmen.) : @)

Im folgenden wollen wir einen Spezialfall betrachten:
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Alle Spesen fiir einen falschen Entscheid sind gleich, d.h.

1 fallsigj ,
3‘3_{0 falls i = j ' (2.7)

Mit F als Ereignis, dass wir einen falschen Entscheid treffen, gilt offensichtlich:
1 falsweF
S(w)_{ﬂ fallswe F '

Mit dem Satz des i:otalen Erwartungswerts folgt nun:

ElS| = E[S|F]- P[F]+ E|S[F]- P[F]
1. P[F]+0- P[F)
PIF).

Wir erkennen, dass unser zweites Problem fiir den erwihnten Spezialfall {*alle Fehler kosten
dasselbe’} identisch mit dem ersten Problem ist. Dies ist nicht ochne weiteres ersichtlich, da die
Entscheidungsregeln véllig verschieden aussehen. Dass es sich in Wirklichkeit um die gleichen
Entscheidungsregeln handelt, kann man erkennen, wenn man die Spesen in (2.7) wn 1 reduziert:

. = 0 falls i # j
5 -1 fallsi=j

Dies fiihrt offensichtlich zu einem Aquivalenten Problem, weil 8’ = § — 1 und somit E[$'] =
E[S] — 1 gilt. Dann ist

k B
- 3" PlA] - 55 - pyiay) = —PlAj] - pyia, (),

i=1

Zu minirnieren, resp.
P[A;j] - pyia,(v)

zu maximieren, was mit unserer optimalen Entscheidungsregel aus dem ersten Problem identisch
ist.

Wir wollen nun noch untersuchen, welche Folgen es hat, wenn man die Spesen 5(Q2) folgender-
massen modifiziert:

I

8i5 = 8ij — Tiy l (2.8)

wobei fiir jedes 1, r; eine beliebige reelle Zahl ist. Fiir die entsprechende Zufallsgrosse S erhilt
man: -

k
E[S]=Y_ P4 E[S|Ai.

i=1
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Wegen ,
weA = S(w)=S(w)—r,-

folgt

k

Y PlA;] - E[S — ri| Aj]

prd L N
E[5|A{]-ry

E[S]

k k
: = Y P[A;]- E[S|Ai] - Y ri- PlA{]
i=1

i=l
k
= E[S]- Y ri-PlA] (2.9)
i=1

unabhéngig von d{-}

Die Summe auf der rechten Seite von (2.9) hiangt nicht von der Entscheidungsregel ab. Es
folgt deshaelb: die Minimierung von E[S] ist &quivalent zur Minimierung von E[S’ ].
Wihlen wir r; = sy; fiir alle ¢, dann folgt daraus: 3;,- = 0 fiir alle i. Wir konnen somit ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit die Spesenfunktion si; immer so wahlen, dass s;; = 0 fiir alle
i ist. Da es jedoch manchmal angenehm ist, s;; # 0 zu wihlen, haben wir darauf verzichtet,
diese Beschrankung von Anfang an einzufiihren.

2.4 Satz von Neyman-Pearson

Wie schon frither erwiahnt wurde, spricht man von einem nicht-Bayesschen Entscheidungs-
. problem, falls die py4, fiir i = 1,2,...,k bekannt, die ‘a priori-Wahrscheinlichkeiten P[A;]
jedoch nicht bekannt sind. Wir betrachten im folgenden ein solches nicht-Bayessches Problem.
Der Einfachheit halber, aber auch, weil dieser Fall von besonderem Interesse ist, werden wir den
Fall behandeln, dass es gensu zwei interessierenden Méglichkeiten gibt. Wir bezeichnen diese -
wie schon im Beispiel zum Bayesschen Fall - mit Ag, resp. A;.

Zur Erinnerung: Die “likelihood ratio” L(y) ist definiert als:

_ Pya(¥)
Ly = Pyi4 )

und spielt eine grosse Rolle in der nicht-Bayesschen Entscheidungstheorie (vgl. I"Jbungsaufga.be).
Es ist leicht einzusehen, dass die ML-Regel wie folgt ausgedriickt werden kann:

y€Xo, falls L(y)>1

Falls L(y) = 1, kann die Zuordnung y € Yy oder y € V) beliebig gewdhlt werden.

(ML-Entscheidungsregel)

30



Im nicht-Bayesschen Fall kénnen wir die Fehlerwahrscheinlichkeit nicht berechnen (siehe (2.19}).
Falls jedoch die Entscheidungsregel bekannt ist, kénnen wir die bedingte Fehlerwahrscheinlich-
keit bestimmen:

P(FlA)) = P(Y € M1|Ag) = ]y Py Ao (V)Y (2.10)

P(FlA1) = P(Y € YolA1) = jy Py 14, (¥)dy (2.11)

Wir werden nun zunichst zeigen, dass die ML-Regel robust ist, in dem Sinne, dass sie immer
eine ziemlich kleine Fehlerwahrscheinlichkeit P[F] liefert. Fiir die ML-Regel gilt offensichtlich:

¥y €Yo = Vi) >1

Wenn wir den Integranden von (2.11) mit /IL(y) multiplizieren, dann erhalten wir eine obere
Grenze fiir die ML-Regel:

P(FIA) S [ \foviaa@)-pris )y

Analog kénnen wir den Integranden von {2.10) mit 1/,/L{y} multiplizieren und erhalten:

P(F|Ap) £ _/;’1 \/PYlA;(y) Pyia(¥)dy

Da gilt: YoNY; =0 und YyU V) gleich der gesamten reellen Achse, kénnen wir summieren und
erhalten die folgende Grenze fiir die ML-Regel:

400
PFIA)+PFIAN S [ \fona® priaay (219

Ausgehend von (2.12) wollen wir nun eine obere Grenze fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit P[F]
herleiten. Der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit sagt aus, dass gilt:

P[F] = P(F|Ao) P[Ag] + P(F|A1) - P[Ay] (2.13)

Die ‘a priori’-Wahrscheinlichkeiten sind zwar nicht bekannt, aber wir wissen, dass P[4g] < 1 -
und P[4;] £ 1. Demnach folgt aus (2.13), dass

P[F] < P(FjAp) + P(F|Ay)

ist. Mit (2.13) und (2.12) kénnen wir schliessen:

PRI [ form®) Pria@iy (219
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Diese Grenze gilt fiir die ML-Regel und wird nach ihrem Entdecker Bhattacharyya-Schran-
ke genannt. (Eine Verallgemeinerung dieser Grenze fiir den Fall mit k Méglichkeiten ist méglich
- vgl. Ubungsaufgabe).

Die Bhattacharyya-Schranke zeigt, dass die ML-Regel robust ist, sie sagt aber nicht aus, ob die
Regel in irgendeiner Weise optimal ist. Tatsichlich haben wir bis jetzt noch kein Giitekriterium
fiir den nicht-Bayesschen Fall eingefiihrt. Dies wollen wir nun nachholen.

Drittes Problem:
(1) Nur pyya, und pya, sind dem Beobachter bekannt.
(2) Fiir eine gegebene reelle Zahl a (0 < a < 1) will der Beobachter P(F|A;) minimieren
unter der Einschrinkung, dass P(F|4g) < o gilt.

Die Losung dieses Problems ist in folgendem berithmten Satz enthalten:

Satz von Neyman-Pearson: Sei T eine beliebige positive reelle Zahl, so dass die Ent-
scheidungsregel lautet:

y€lo, falls L(y)>T
yeN, falls L(y)<T

Sei fiir diese Entscheidungsregel
P(F|Ag) = aund P(F|Ay) = f

Jede andere Entscheidungsregel, welche P(F|Ap) < a liefert, hat zur Folge, dass P(F|A;) >
B wird. Ebenso muss P(F|Ap) 2 a gelten, falls P(F|A;) < 8 ist.

Bemerkung: T ist der Schwellwert {englisch: “threshold”} fiir den “Likelihood ratio test”, der
im Satz von Neyman-Pearson beschrieben ist.

Beweis: Weil wir gleichzeitig iiber zwei verschiedene Entscheidungskriterien sprechen werden,
schrei‘t?en'wir F, ,})g und Y, fiir den “Likelihood ratio test”, welcher imn Satz beschrieben ist
und F', Y, und Y, fiir die entsprechenden Grossen einer beliebigen anderen Entscheidungsregel,

welche ‘ _
P(FiAg) S

liefert.
Mit Formel (2.10) erhalten wir:

0 < P(F|Ag) - P(F | Ao)
N, et ey, e’

= <o

= jy Py iao(u)dy - fy  Prias(a)dy 2.15)

und
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P(F141) - P(FIA) = [ pvia )y = [ pvia (V)

Wir definieren jetzt die beiden Gebiete:

B = {y : yEJﬁ\y’l}

B = {y:yE.}?;\yl} .
Wegen Y, = Yo und Y, = T’O gilt dann auch:

B = {y:yey:)\yo}

B = {y=yeyu\}’6}

Mit diesen Definitionen kénnen wir {2.15):

0< _[prw(y)dy—-L,pyw(y)dy
und (2.16): ,
P(F|A) = PFIA) = [ pria@dy = [ pvia 0y

umschreiben. Es folgt nun sofort:

yEB#yEJ—’xéL@)ST#PﬂA‘, <T-pyja,

undweiter: ,
veEB 2y€do=Ly) 2T = pyja, 2 T pyia,-

Unter Beniitzung dieser beiden Ungleichungen erhilt man mit (2.17):

0< T-_[prml(y)dy -T- _/;, Py|a, (¥)ay

Da T > 0 ist, gilt weiter:
PY|A ydy—fpyq yidy >0
./; | l( ) -4 | 1( )

Man erhilt schlussendlich unter Verwendung der Formel (2.18):

P(F'|A)) — P(F|A1) >0

respektive:
P(F |A1) 2 P(F|4;) = B,
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was genau gleich der Aussage des Satzes von Neyman-Pearson ist. a

Leider existiert keine Verallgemeinerung des Satzes von Neyman-Pearson fiir k interessierende
Méglichkeiten, falls & > 2.

Fiir den allgemeinen Fall von k interessierenden Méglichkeiten gilt:
P[F] = P(F|Ay) - PlA1] + P(F}Az2) - P{Aa] +... + P(FlAg) - PlAx]. (2.19)

Die bedingten Fehlerwahrscheinlichkeiten hidngen nur von der Entscheidungsregel und den be-
dingten Wahrscheinlichkeitsdichten py4,, i =1,2,...,k ab, da:

P(FlA) =1- jy Pyia(¥)dy.

Wenn wir diese bedingten Fehlerwahrscheinlichkeiten als fest und bestimmt durch die Entschei-
dungsregeln betrachten, erkennen wir, dass es eine schlechteste Wahl fiir die (unbekannten)
‘a priori’-Wahrscheinlichkeiten P[4;], i = 1,2,...,k in (2.19) gibt, welche P[F| maximiert. Es
ist dies der Fall, wenn wir P[A;] = 1 fiir dasjenige i wihlen, welches P(F|A;) maximiert. Fiir
diesen schlechtesten Fall ist P[F] gleich:

A
Prss = max P(F|A;). (2.20)

Wir wissen ferner, dass unter Garantie gilt:
P[F ] < Pp, f

fiir die tatsachlichen ‘a priori’ Wahrscheinlichkeiten.

2.5 MINIMAX-Regel

Viertes Problem:
(1) Nur py 4, fiiri=1,2,..., k sind dem Beobachter bekannt.
{(2) Der Beobachter will Pr,s minimieren.

Die Entscheidungsregel, welche dieses Problem 16st, heisst MINIMAX-Regel, weil dadurch
eine Minimierung der maximal m&glichen Fehlerwahrscheinlichkeit erreicht wird. Im sllgemei-
nen ist es nicht einfach, die MINIMAX-Regel zu finden, fiir den Fall k = 2 erhilt man die Losung
mit dem Satz von Neyman-Pearson.

Korollar zum Satz von Neyman-Pearson: Falls fiir den im Satz van Neyman-Pearson
beschriebenen “Likelihood ratio test” gilt: P(F|A4p) = P(F}A;), dann ist diese Entschei-
dungsregel auch MINIMAX.




Beweis: Falls P(F|Ap) = P(F|A.) gilt, dann folgt aus dem Satz von Neyman-Pearson:

max { P(F'| Ap), P(F'| A1)} > max {P(F|Ao), P(F|A1)},

was gerndss (2.20) zur Behauptung des Korollars dquivalent ist.
a

Da die ML-Regel ein “Likelihood ratio test” ist (nimlich mit dem Schwellwert T° = 1), folgt
aus dem Korollar, dass eine ML-Regel auch MINIMAX ist, falls P(F|Ap) = P(F|A;) gilt.

Wichtige Bemerkung: Alle Resultate des Kapitels iiber die Entscheidungstheorie lassen sich
leicht ergiéinzen auf den Fall, wo die Beobachtung ein Zufallsvektor Y anstelle einer Zufallsgrosse
Y ist. Man braucht dazu lediglich die Integration iiber Teilgebiete der reellen Achse R durch
Integration iiber dem entsprechenden Teilgebiet des n-dimensionalen Vektorraums R™ zu erset-
zen.

35



3 SCHATZUNGSTHEORIE

3.1 Problemstellung

Mathematisches Modell:

X() pb—Xx

{ Zufélliges w
Experiment

=

rl) —X

Y()

dabei ist die Zufallsgrosse X derjenige Parameter, den wir schitzen wollen, der Zufallsvektor
Y = (11,Ys,...,Ys) die Beobachtung und die Funktion r (r : R* — R) die Schétzungsregel.

[Normealerweise stellen wir uns vor, dass X die Beobachtung Y in irgendeiner Weise verursacht
hat. Diese Interpretation ist aber keine Voraussetzung.] Im Allgemeinen kann X unendlich viele
mogliche Werte annehmen, wobei fiir jede Schitzungsregel P[X = X] = 0 gilt. Es hat dann
keinen Sinn, eine Schitzung als “falsch” oder “richtig” zu bezeichnen, sondern man bezeichnet
eine Schitzung als “niher” oder “fermer” vom richtigen Wert. Dies ist der wesentliche Unter-
schied zwischen der Entscheidungstheorie und der Scha.tzungstheone Die beiden Theorien sind
Jedoch insofern gleich, dass wir auch hier festhalien miissen,

(1) was dem Beobachter bekannt ist, und

(2) was als Kriterium der Giite einer Schitzung gilt.

Bei fast allen Schitzungsproblemen ist pyx(.|z) bekannt fiir alle z € X(§2). Jedoch ist die
a priori Wahrscheinlichkeitsdichte px nicht immer bekannt.

3.2 Bayessche MMSE-Schitzung

Erstes Problem (Bayessche “Minimum mean-squared-error- (MMSE-)" Schitzung):

(1) Sowohl die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte py | x(.|z) fir alle z € X(2), als auch px
sind bekannt.

(2) Wir wollen die Schitzungsregel (.) finden, die E[(X — X)2] minimiert.
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Bemerkung: E[(X — X)?] ist der “mean-squared error (MSE)”.
Bevor wir dieses Problem lésen, lohnt es sich, das folgende einfache Lemma zu beweisen.
Lemma: Sei X eine beliebige Zufallsgrosse und ¢ eine reelle Zahl. Dann gilt:
E[(X - ¢)?] 2 Var[X] .
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn ¢ = E[X] ist.

Beweis: Mit m = E[X] kénnen wir schreiben:

E[(X - )]

E[(X — m+m - c)?

E[(X —m)? +2(X —m)(m - ¢) + (m — ¥
E[(X — m)¥] +2(m — ¢)(E[X] - m) + (m — ¢)?
= Var[X]+ (m-c)?.

I

Die bedingte Varianz von X gegeben Y = y ist definiert als

VarlX|Y =y] & E[(X -m)?lY =y
wobei m' = EX[Y=y] .

Korollar: Sei X eine beliebige Zufallsgrosse, Y ein beliebiger Zufallsvektor und ¢ eine reelle.
Zahl, dann gilt:

E[(X-c|L=y] > Var[X|[Y. =y .
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn ¢ = E[X]Y. = y| ist.

Jetzt sind wir bereit, das erste Problem anzupacken. Weil sowohl py| x(.|) als auch px bekannt
sind, stellen wir zuerst fest, dass pxy (.|y) aus der “integralen Form der Bayesschen Formel”

px(z)py)x (y|=)
+o0
| px@ppx(yla)da

px|y(zly) = (3.1)

berechnet werden kann.

[Diese Formel folgt aus der Tatsache, dass pxy(z,y) = px{(z)pyix(ylz)} und py(y) =
2 pxy(z, y)dz gilt.]

Wir schliessen daraus fiir das erste Problem, dass sowohl pxy(.|ly) als auch E[X|Y = y] =

[ zpx|y (z]ly)dz vom Beobachter berechnet werden kénnen.

Zunachst niitzen wir die integrale Form das Satzes vom totalen Erwartungswert aus und schrei-
ben
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E(X - %)} = E[X-r(¥) |
+o0
- '/; _ BI(X — ()l = dpy(g)dy

A ' +o0 5 o0 oo +oa
wobei dy = dysdyz - . . dyn und f =f / . / (n mal).
-0 oo J—oo —oo

Also haben wir
12 T 2
BX - X7 = [ BIX - r()*IX = ey (w)dy -
. o
Aber py(y) ist immer > 0. Da.raus kénnen wir schliessen, dass wir um E[(X — X)?| zu minimieren

fiir jedes y den Wert r(y) so wihlen, dass E[(X — r())?|Y. = y] minimiert wird. Nun folgt aus
dem Korollar, dass wir r(y) als E[X|Y = y] wihlen miissen.

Wir fassen zusammen:

Die Schitzungsregel, die E{(X — X)?] minimiert, ist:
r(y) = E[X|Y. =y .
Der resultierende MMSE ist:

+
MMSE Var[X|Y = ylpy (y)dy .

-

Nun ist es leicht das verallgemeinerte Bayessche Problem zu 16sen.

3.3 Allgemeines Bayessches Schiatzproblem

Zweites Problem:
(1) pyix{(|z) fir allez € X (92) als auch px sind bekannt.

(2) Wir wollen die Schitzungsregel r(.) finden, die E{S(X, X)) minimiert, wobei S: R? — R
und S{a, 8) den Spesen fiir X = a und X = 3 entspricht.

Von der integralen Form des Satzes vom totalen Erwartungswert erhalten wir wiederum

I

E[S(X, X)] E[S(X,r(¥))]

- f_ Tj E[S(X, r(YDY = ylpy (¥)dy

_ f_ :2 E[S(X, r))Y. = ylpy (y)dy.
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Weil immer py(y) > 0 ist, kénnen wir folgendes daraus schliessen:

Die Schatzungsregel die E[$(X, X)] minimiert lautet:

Wihle fiir jedes y, r(y) als das 3, das E[S(X, §)|Y = y] minimiert.

Bemerkung: Fir S(a, ) = (@ — 8)? geht das zweite Problem ins erste iiber.
Drittes Problem: Entsprechend dem zweiten Problem fiir den Sonderfall wo

0, -Al<A
S(a,m={ L azasa

und A eine kleine positive Zahl ist, d.h. kleine Fehler sind kostenlos aber alle andern Fehler
kosten gleich viel.

Fiir dieses Bayessche Problem erbalten wir:

BSXL=y = [ S@Bpxyllyds

=1+ ‘:’[S(m,a) ~ Upxpy (cly)ds

= 1-2Apxy(Bly) -

A4+4
= 1-/ A pxiy(zly)dz

Also miissen wir 8 so wihlen, dass px|y (8ly) maximiert wird. Aber weil

px (B)py x(¥lB)
py(y)

le_z(my) =

und weil der Nenner positiv und unabhiingig von # ist, sehen wir, dass es dquivalent ist,
Px (ﬁ)Pg]x(Elﬂ) Zu maximieren.

Die Schitzungsregel die E[S(X, X)] minimiert wenn kleine Fehler kostenlos sind und alle
andern Fehler kostengleich, lautet:

Wiihle fiir jedes y, (y) als das 8 das px (8)py;x (y|f) maximiert.

Es ist bei dieser Schiitzungsregel zu bemerken, dass X immer zu X () gehért, weil sonst px (B) =
0 ist.

Als Spezialfall des dritten Problems ergibt sich weiter folgende Schitzungsregel:
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Die Schitzungsregel die E[S(X, X)| minimiert, wenn kleine Fehler nichts kosten und alle
andern Fehler gleichviel kosten und wenn weiter der Parameter X gleichverteilt iiber
X(R) ist [ d.h. px(z) = c fiir alle z € X(2) ], lautet:

Wible fiir jedes y, r(y) als das # in X () das pyx(y|5) maximiert.

Diese Schitzungsregel wird als maximum-likelihood- (ML-) Schatzungsregel bezeichnet. Es ist
zu bemerken, dass der Beobachter die ML-Schitzungsregel beniitzen kann ohne die a priori
Wahrscheinlichkeit px zu kennen. Wie in der Entscheidungstheorie ist die ML-Regel auch von
grosser Bedeutung in der Schitzungstheorie.
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4 LINEARE ANNAHERUNG IN EINEM SKALARPRODUKT-
RAUM

4.1 Problemstellung

Zuerst wollen wir einige Begriffe aus der linearen Algebra zusammenfassen.

Ein reeller Vektorraum ist gegeben durch eine nicht-leere Menge V (die Elemente in V heissen
Vektoren) und zwei Regeln. Eine Regel gilt fiir die Addition von zwei Vektoren, die zweite
Regel gilt fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl, Diese beiden Regeln miissen
folgende Axiome erfiillen.

(VO) v,ueV=3u+veV (Geéch]ossenheit);
(V1) VH,E,M eEV=aut+(vtw=(@u+e)+w (Assoziativitit);
(V2) Es gibt ein eindeutig bestimmtes Element 0in V mit 40 = p fiir alley € V (Nullvektor);

(V3) Zu jedemv € V giBt es ein eindeutig bestimmtes Element —vy in V' mit v+ (—2) =0
(entgegengesetzter Vektor);

(V4) s,peV=2u+v=v+u {(Kommutativitit);
(RO) ac R, peV=2>aveV - (Geschlossenheit);
(R1) a€ R, u,vecV =>alu+y) =au+ay - (erstes Distributivgesetz);
(R2) a,be R, veV=>(a+bu=av+by (zweites Distributivgesetz);
(R3) a,beER, v€E V= a{bu) = (ab)u . (Assoziativitiit);
(R4) veV=1.v=up. ' (Skalierung mit Eins).
Béispiele:

(1) V={(rsras- ) HER, i=1,2,...,m} .
Fay
("1:"2----:":1)+'(31;32;---,3n)=(f‘1 +31|r2+52;---prn+sﬂ)

a(r1,r2,..., ) = (ary,ary,...,ary).

Dieser Vektorraum wird normalerweise mit R™ bezeichnet.

(2) Q = eine beliebige nicht-leere Menge .

V={f: f:51— R}, dh., V ist die Menge aller reellwertigen Funktionen mit Definiti-
onsbereich Q.
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f1 + fa ist als die Funktion g mit
9(w) = fi(w) + fo(w) fiir alle w € Q definiert.
af ist als die Funktion g mit
9(w) = af(w) fiir alle w € Q definiert.
0 ist die Funktion mit
| 0(w) = 0 fiir alle w € 0.
(Der Einfachheit halber schreiben wir iiblicherweise die Funktion Q nur als 0 .)

Q

Ein Unterraum U des reellen Vektorraums V ist eine Untermenge U, die auch ein reeller
Vektorraum ist. U = V ist auch ein Unterraum von V. U = {Q} heisst der triviale Unterraum
von V. -

Test fiir einen Unterraum: Sei U eine nicht leere Untermenge des reellen Vektorraums V,
so ist I dann und nur dann ein Unterraum von V, wenn

1) wyvel = utvel (Geschlossenheit)
und

(2) acRuelU = aueclU (Geschlossenheit).
In diesem Kapitel werden wir kiinftig mit V immer einen reellen Vektorraum bezeichnen. Sei
Vy,¥9,...,U, in V und @1,a2,...,0, in R, dann hejsst

2i1y; +azs+...+0Y, , AKX

eine Linearkombination der Vektoren ;,%3,...,8,. Die Menge aller Linearkombinationen der
Vektoren v;,v,...,, ist ein Unterreum von V. Dieser Unterraum wird als S(u;,vg,...,2,)
bezeichnet. Man sagt, er werde von v,,v,,...,, aufgespannt.

S(vy,02,: -+, 8,) = {012) 620+ ...+ Gnu, 1 Gi € R,i=1,2,...,n}.

Die Vektoren v,,¥5,.-.,%, heissen linear unabhiingig, falls

a1v) +avg+...+ a8, =0 > ay=az=...=ap =0,

sonst heissen sie linear abhéingig. Da a -0 = 0 auch fiir a 7% 0, ist 0 immer linear abhéngig.

Die Vektoren 2,,vs,...,2, heissen eine Basis fiir V, falls

(1) Vi, Uy ey Un ' linear unabhéngig sind
und

(2) : S(vy, v, )=V

gilt. Hat V eine Basis, dann ist die Dimension von V (bezeichnet mit dim(V}) als die Anzahl
Vektoren in einer Basis definiert. Man sagt dim{{0}) = 0. Hat V" keine Basis und sei V # {8},
dann definiert man dim(V) = co.

Beispiele: (Fortsetzung)
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1y =10,...,0), 2, =(0,1,...,0),..., v, = (0,0,...,1) sind eine Basis fir V = R".
Deshalb ist dim(R") = n.

{2) Sei Q eine endliche Menge Q = {w;,uws,...,ws}, denn sind fi, fa,..., fn mit

f-(wj)={ 0 i

eine Basis fiir V. Deshalb ist dim(V) = n. Sei  eine unendliche Menge, dann ist
dim(V) = 00,

O

4.2 Reeller Skalarproduktraum

Ein Skalarprodukt fiir einen reellen Vektorraum V ist eine reellwertige Funktion mit dem
Definitionsbereich V x V' (d.h. die Argumente sind ein Paar von Vektoren), die die folgenden
Axiome erfiillt (wobei wir fiir den Wert der Funktion mit den Argumenten u und v die Abkiirzung
{1, v) schreiben):

(81) {u,1) ={v,u) firallexg,veV (Symmetrie);
(S2) (an + by, w) = alu, w) + by, w) fir allea,be R, v, we V (Bilinearitat);

(83) (v,r) 2 0 mit Gleichheit dann und nur dann, wenn ¥ = Q ist  {Positive Definitheit);

Beispiele:

(1) V=R"
D1;P2, .., Pn Seien positive reelle Zahlen. Dann ist

L
{(r1,72,...,70),(81,82,...,5.)) = 17151 + P2rasz + ... + DnpTnén
ein Skalarprodukt fir R™.
Der Fall p; = p2 = ... = p, = 1 ergibt das sogennante "dot - Produkt”; in diesem Falle
schreibt man u - v. :
(2) V = Menge der stetigen reeliwertigen Funktionen, deren Definitionsbereich das geschlos-

sene Intervall [, b] mit a < b ist.
p(z)= eine stetige Funktion mit p(z) > 0 fiir a < z < b.

,, |
(1,92 [ p(z) - £(z) - o(a)ds
ist ein Skalarprodukt fiir V.
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Ein reeller Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt fiir V' heisst reeller Skalarpro-
duktraum.

Cauchy - Schwarz Ungleichung : In einem reellen Skalarproduktraum ist

({w,2)? < (w,u){z, ).

Des Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn u und v linear abhingig sind.

Beweis:
Die Behauptung gilt trivialerweise, wenn entweder u = 0 oder y = 0. Also kénnen wir annehmen,
dass u # 0 und y # 0 gelte. Wir definieren dann eine reellwertige Funktion f(z) durch

f(z) = (u — ru,u — Tv) T €R.

Wegen (S3) gilt fiir alle z, dass f(z) > 0.

Es folgt aus der Bilinearitit des Skalarprodukts, dass
flz) = (wu-zv)-z(y,u—z2)

(ﬂ:ﬂ) - 3@:2) - I(E‘IE) +32 i H)
= (Hiﬁ} - 25(212) +52<E1£)'

Durch Ableiten erhalten wir:

fiz) = -2(wv) +2z{v,v)
fliz) = 2{u,v) >0 (weil w # 0 ).

Es folgt, dass die Losung von f'{x) = 0 das eindeutige Minimum von f(x) ergibt, namlich

_ {w,v)
Ty

Der minimale Wert von f(z) ist somit

)\ (W) | ()
f((sz_y.)) = U=y T ey
(2 22, ) — ((1,))2
o)

2 0

wobei die Ungleichheit aus der Tatsache folgt, dass f(z) > 0 fiir alle x gilt. Weil {v, v} > 0, folgt
nun, dass
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(1—"!3‘!)(2)2) - ((Evg))z 2 0.

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn es ein z gibt, fiir das f(z) = 0 ist; somit
muss aber auch v — zv = 0 fiir ein z gelten. Das bedeutet aber, dass u und v linear abhingig
sind. a

Beispiele:

(1) V=R"
(u,2) =u-v
[dh., wenn u = (a1, .., an) und 1 = (b, .., bs), dann gilt (u,v) = T, aib; ]
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gibt

n n n
(Q_ab)® < 2 af 3 b5
i=1 j=1

i=1

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn (a1,...,an) und (bn,..., bn}
proportional sind. Diese Form der Ungleichung ist als die Cauchy-Ungleichung bekannt.

(2) V = Menge der stetigen reellwertigen Funktionen mit dem Definitionsbereich [a, b], wobei
a < b ist.

(9 = [ @) -5(0) do.

Die Cauchy - Schwarz Ungleichung liefert

b 2 b b |
Ua f(z) - 9(z) dz) < _[a f(z) dz /a g*(y) dy,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur damn gilt, wenn f und g proportional sind.
Diese Form der Ungleichung ist als die Schwarz-Ungleichung bekannt.

O

4.3 Orthogonalitat

Die Vektoren u,v in einem Skalarproduktraum V heissen orthogonal, falls {u,u) = 0. Sei U
ein Unterraum von V, dann schreibt man U+ fiir die Untermenge von V, die alle Vektoren v
enthilt, fiir welche sich {u;v) = 0 ergibt fiir alle u € U/. Seien », und vy, in UL, dann gilt
(w, 1) + ¥o) = (w23} + (u,25) = 0 fiir alle u € U; somit ist ¥y + vy in U+, Seiyin UL und ¢
in R, dann ist {u,cy) = c{u,v) = 0 fiir alle u € U. Es folgt aus dem Test fiir einen Unterraum,
dass U+ ein Unterrsum von V ist. U/ heisst das Orthogonalkomplement von U in V.
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Lemma 1: Unyut={0}.

Beweis:
Sei u in U und auch in UL, dann muss such {u,u) = 0 gelten. Aus Axiom (S3) folgt nun, dass
u =0 ist, m|

Lemma 2: Kann v € V als v = u; + up mit u; € U und u; € U geschrieben werden, dann
sind u; und u, eindeutig bestimmt.

Beweis: _
Sei v = uy + 2y = uz +uy mit u;,43 € U und ug,u4 € UL, dann gilt:

Aber da U und U+ Vektorrdume sind, gilt: 2y —u3 € U und u4 — u; € UL, Aus Lemma 1 folgt
nun, dass ¥; — ugz = %4 — up = 0 ist. ]

Bemerkung:
Es ist oft der Fall, dass jedes » in V als v = u; + 4o mit u;, € U und ug € UL geschrieben
werden kann. Die pathologische Ausnahme tritt nur dann ein, wenn dim(U) = co gilt.

Die Vektoren v,,vs,...,2, heissen orthogonal, wenn jedes Paar v;,%; mit i # j orthogonal ist.

Lemma 3: Seien ¥;,%3,--.,Vy orthogonale Vektoren in einem reellen Skalarproduktraum V
mit »; # 0 fiir i = 1,2,...,m und sei p ein beliebiger Vektor in V. Dann ist

orthogonal zu y; firi = 1,2,...,m

Beweis:
) = (ny)- Z LB )
= (ﬁiﬁj) (_J, J){-—-J!—J}
= @:HJ) (—:!J)_
fiirj=1,2,.
- 0
Orthogonalbasissatz:

Jeder reelle Skalarproduktraum V mit 1 € dim(V) < oo besitzt eine Basis, die orthogonal
ist.

Beweis: _
Seién u;,Us, . . ., Uy, eine beliebige Basis fiir V, dann setzen wir ; = u; und
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— - (um+1'—l> (4 1)
Yyl = Yyl — Zl (—n-—a) y; *
i=

fiirm=1,2,...,n—1. Dau,,u,,...u, linear unabhingig sind, ist es nicht moglich, dass y; =0
fiir irgendein 4. Aus Lemma 3 folgt direkt, dass uy orthogonal zu w; ist, dass 3 orthogonal
zu ¥y und y, ist, usw. Also sind die Vektoren v,,u,,...,v,, orthogonal. [ Die Methode (4.1},
eine Reihe von Vektoren zu orthogonalisieren, heisst Gram-Schmidt-Orthogonalisierungs-
verfahren .] Weil wir u,, als eine Linearkombination von v,vs,...,1, fiir m = 1,2,.

schreiben kénnen, miissen auch v,,v,,...,y, eine Basis fiir V' sein. o

Lemma 4: Seien v;,v,,...,2,, Vektoren in einem reellen Skalarproduktraum V und sei I/ =

S(¥1,¥2,..-,8p), dann ist v € V ein Vektor in UL dann und nur dann, wenn (y,v,) = 0 fiir
i=1,2,...,m
Beweis:

Sei ¥ € UL, damn gilt trivialerweise {v,v,) = 0 fiir i = 1,2,...,m. Sei {g,p;) =0 fiir i =
1,2,...,m und sei u ein beliebiger Vektor in U = §(u,,v,,.-- ,_m), sodass u = ciu; + cpug +
SRR cmg_m geschrieben werden kann, dann gilt:

(H=!) = (ﬁ.ﬂ)
= {c1¥; + cavg + - + Cm,n, ¥)
= c{vy) +eny) + - +em{t,2y)
—_ 0 .

Deswegen muss v zu U+ gehdren. w]

Zerlegungssatz fiir einen Skalarproduktraum :

Seien ,,¥;,...,2,, Vektoren in einem reellen Skalarproduktraum V und sei I/ =
S{vy,v3,...,2y,). Dann kann jeder Vektor

veValsy=u +u, mty, € Uu, e U+

geschrieben werden. Die Vektoren 1, und u, sind eindeutig bestimmt.

Beweis:

Wihle eine orthogonale Basis w,, ws, - . ., w; fiir U, wobei k = dim(U) < m. Sei & = 0, dann ist
U = {0} und UL = V und der Satz ist trivialerweise erfiillt. Sei & > 0, dann folgt aus Lemma
3, dass v € V als die Summe von u und einem Vektor in S{w;,ws,...,w,) = U geschrieben
werden kann, wobei u orthogonal zu w; fiir i = 1,2,...,k ist. Es folgt dann von Lemma 4, dass
u € UL gilt. Dass diese beiden Vektoren ( einer von U und einer von U+) eindeutig bestimmt
sind, folgt direkt aus Lemma 2. : a
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4,4 Norm fur einen reellen Vektorraum

Eine Norm fiir einen reellen Vektorraum V ist eine reellwertige Funktion mit Definitionsbereich
V, die folgende Axiome erfiillt (wir schreiben ||| fiir den Wert der Funktion mit dem Argument
v): ‘

(N1) ||lz]| = 0. Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann , wenn v = Q ist {positive

Definitheit);
(N2) c€ R= |lcull = |e]llzl (Skalierung);

(N3) fls + w2l < Jluall + [zl (Dreiecksungleichung).

Eine Norm ist ein Mass fiir den Betrag eines Vektors. Im Allgemeinen gibt es eine grosse
Auswah] von Normen fiir einen reellen Vektorraum; fiir einen reellen Skalarproduktraum gibt es
eine “natiirliche” Norm.

In einem reellen Skalarproduktraum V, ist ||z|| = v/{, ¢} eine Norm.

Bemerkung: 4/~ bezeichnet die positive Quadratwurzel.

Beweis: ,
Axiome (N1) und (S3) sind dquivalent. Aus (S2) folgt:

{cv, cv) = ely, cv) = Ay, v)

Darum gilt (N2). Unter Beniitzung von (S1) und (S2) merken wir, dass

(v1 + 22,2y +22) = (v),1) +02) +{vp, 1y +u5)
= (wh} + (@, 2) + (U, 1) + (g, 19)
= (y5,81) +2- (u5,25) + (v, 29)

gilt. Es folgt ferner aus der Cauchy-. Schwarz Ungleichung, dass

(v1 +va,uy +22) < (Uy,0) + 24/ {2y, v ) (U2, 02) + {¥3,2)
(\/E‘h:!l) + \/{22»22))2 ;

urid somit gilt euch (N3). [

Jedesmal wenn wir von einer Norm in einemn reellen Skalarproduktraum sprechen, werden wir
diese “npatiirliche” Norm meinen.
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4.5 Optimale lineare Anniherung

Jetzt sind wir endlich in der Lage, das Problem der linearen Annaherung anzupacken.

Das Problem der linearen Anniherung in einem reellen Skalarproduktraum V: Finde
fiir einen beliebigen Vektor v € V eine lineare Kombination & der Vektoren v,,vs,...,8m in V,
sodass ||y — £[|* minimal ist.

Aequivalente Problemstellung: Finde einen Vektor # in U = §(v;,v2, ... ,2m), der |lu— 22

minimiert.

Bemerkung: .
Das Problem, wie man die Koeffizienten cy,c2,...,¢m 50 finden kann, dass & = cyv) + cotg +
.+« + cm¥,,, werden wir spater betrachten.

Satz iiber die lineare Anniherung in einem reellen Skalarproduktraum:

Seien v,,%s, - ..,¥,, Vektoren in einem reellen Skalarproduktraum V und sei ¥ in V, dann.
ist der Vektor @ in S{v;,vs,...,Um) = U, welcher [Ju — #|{* minimiert, eindeutig bestimmt.
Falls v als ¥ = u; + 1, mit u; € U und uy € U geschrieben wird, dann ist

e

diese optimale Anniherung.

Bemerkung: Den Vektor § bezeichnet man als die Projektion von v auf U =
S(ﬂlwﬂb"‘lgm)' '
Beweis:

Aus dem Zerlegungssatz folgt, dass y = u; +u, mit u; € U = S(yy,vs, - - -, ¥y,) und ug € U gilt,

wobei u; und u, eindeutig bestimmt sind. Fiir eine beliebige Anndherung # € S(¥;,92,...,Un)
erhalt man deshalb:

-2 = |lv—u +u -9|?
= {-w) (@ -, (- w) + (2 - B))
= {(g-u,@-u)+ @ —8)+ - @—u)+ @ -2)
= {v—upr—u)+20v—u,u -8+ (@ -y -
= |lz-u ) +200 -, - D) +|ly, -3

Aber,dag—-;h:ggéU"' und u; — 3 € U ist, gilt: {& —u,u —2) =0.

Wir schliessen, dass
=8l = lly = 2l + llzg - 2%

Es folgt, dass
e —al% 2 v —u, lf%,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur denn gilt, wenn & = u,.
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Wir formulieren diesen Satz in einer fiir die Anwendung besser geeigneten Form.

Orthogonalititsprinzip fiir die lineare Anniiherung in einem reellen Skalarpro-
duktraum:

Seien v;,...,%,, und v Vektoren in einem reellen Skalarproduktraum, dann ist & = ¢12; -+
CoVg+ . ..+ CmY,, genau dann der Vektor in S(vy,v3,.- ., ) der jlu—2|j? minimiert, wenn
der Fehler v — $ orthogonal zu v; (1 =1,2,...,m) ist, also wenn

{fv—13,1,)=0 (i=1,2,...,m) (4.2)
gilt.

Fiir diese optimale lineare Anniherung gilt:

lz— 2l = (@ —2,2) = llul® - 121 - (4.3)

Beweis:

Aus dem Satz der linearen Anniherung folgt, dass # € 5(uy,...,2,) genau dann die optimale
lineare Anniherung von u ist, wenn v — 2 € U+ ist. Wegen Lemma 4 ist dies zu Formel (4.2)
Bquivalent.

Sei & € S(vy,..-,¥m) = U , dann gilt:

lo-2* = @-2u-9)
= )

" Weil {y —9) € UL und © € U sind, ist (@ —,8) =0.
Weiter gilt dann: ' -

“E"§”2=(2“ﬁ12) = (H,Q)—(ﬁ,ﬂ)=(ﬂ,2)—(ﬁ,g—ﬁ+ﬂ)
= (2,2)“@:2—.@.)—@,@)=(E:£)—(ﬁv@.)-

Bemerkung:
Die Gleichung {4.2) heisst Orthogonalititsgleichung fiir die lineare Annéherung in einem
reellen Skalarproduktraum.
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Matrixform der Orthogonalititsgleichung: -

Seien »,,vs,...,%,, und » Vektoren in einem reellen Skalarproduktraum, dann ist & =
€1y + ...+ Cmy,, genau dann der Vektor in S(zy,...,Uy,) der [[v — §]|* minimiert, wenn
die Koeffizienten ¢y, eg, ..., ¢y die Gleichung :

(v, 2y) (upw) .. (g 2m) € (v, vy}

(t—’.‘hﬂl) (!21!2) v 11-111:) ’ 2 _ (2122) (4 4)

o)) Omy22) e ) | [ om ] | @)

befriedigen.

Bemerkung:
Gleichung (4.4) wird als Matrixform der Orthogonalititsbeziehung bezeichnet. Man be-
merke, dass (y;,v;) = (u;,1;) bedeutet, dass die m x m Matrix in (4.4) symmetrisch ist.

Beweis:
Wir stellen fest, dass

(H_ﬁsgj) = (Ej,ﬂ-ﬁ)
= (EJSP--EC"E!)

=1

= (gjaﬂ) - ch(ﬂy!“-:)

i=1

gilt. Es folgt somit, dass (v — 7, v;) = 0 Aquivalent zu
bidd . 4
Z(ﬁ;)ﬂa)ci = (Eiy.j)
i=1 )

ist. Diese Gleichung entspricht der j-ten Zeile in (4.4). _ _ o

Linearitdtseigenschaft der optimalen linearen Anniherung:

Seien v;,%3,. .., Vm, wy und w, Vektoren in einem reellen Skalarproduktraum, sei i, (bzw.
1isg) der Vektor in S{zy,...,vy,) der [w; — @] (bzw. {lus — 5]j%) minimiert und seien a
und b reelle Zahlen, dann ist

=ﬂil+bﬁ2

|2

der Vektor in S(v;,...,4,,), der [lu — #|i minimiert, wobei

ist.




Beweis:

Es folgt aus
{w; — @y, =0 i=12,...,m
und
(wy ~ frg,15) =0 i=1,2,...,m
dass H
({(aw; +bwy) ~ (e, +big),v) = {a(w —iby)+b (we — iy), 2;)
= a(w —iy,y;) +b (w; — i,
0
firi=1,2,...,mist. a

Trennungseigenschaft der optimalen linearen Annidherung:
Seien v, ..., ¥, ¥ Vektoren in einem reellen S}ca.larproduktraum, sei
(v,,2;) =0 | firie {1,2,...,k}, je{k+1,k+2,...,m},
und sei & = §4 + ¥ wobei ¥4 € S(yy,...,2;) und g € S(¥eiy,...,2y); dann und
nur denn ist § der Vektor in S(v,,...,%,,), der ||z — ]|* minimiert, wenn &, (bzw. ig)

der Vektor in S(vy,...,ux) (bzw. S(ugy1s-- . ¥m)) ist, der [lu — d4|1* (bzw. |lu — 35]°)
minimiert.

Beweis:
@-%v) = (@—(24+2p) 1)
= (!—ﬁmﬂj)—{ianliﬂ
= -d41) fiir j € {1,2,...,k},

weil §5 und v, orthogonal sind. Deswegen gilt (g—_ij_,gj) =0 fir j € {1,...,&} genau dann,
wenn (v —,4,u;) = 0ist fiir j € {1,...,k} , d.h. wenn 2,4 der Vektor in S(u),...,v,) ist, der
flu — 94112 nnmmlm-t Analog gilt (_—v y;) =0 fir j € {k+1,...,m} genau dann, wenn g
der Vektor in S{¥x.q;...,2y) ist, der ||v — i 5||? minimiert. o

Bemerkung zum Orthogonalitdtsprinzip: Obwohl & immer eindeutig bestimmt ist, sind
die Koeflizienten ¢;,¢z,...,6m dann und nur dann eindeutig bestimmt, wenn die Vektoren
vy,Y,.-.,Y, linear unabhingig sind. Das bedeutet, dass die Matrix in {4.4) dann und nur
dann invertierbar ist, wenn v,, vg,...,%,, linear unabhéngig sind.
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i

Ebene = S(u;, 22)

Graphische Darstellung des Orthogonalititsprinzip in V = RS mit {u,v) = u - v.
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5 LINEARE MMSE-SCHATZUNG

5.1 Einfiihrung

Wir kehren nun zum Problem der statistischen Schitzung zuriick, das hei§st, wir beobachten
den Zufallsvektor Y. = (Y1, Ya, ..., ¥,) und wollen eine optimale Schiitzung X des Parameters X
machen. Als Kriterium der Giite der Schitzung wihlen wir die Grésse des “mean-squared-error
(MSE)” E}(X — X)?). Wir fithren nun jedoch die Beschriinkung ein, dass unsere Schitzungsregel
linear sein muss. Vorerst nehmen wir an, dass dem Beobachter die gleichen Gréssen wie bei der
Bayesschen Schitzung bekannt sind.

Das Problem der lihearen MMSE-Schitzung:
(1) Bekannt sind py | x(.|z) firr alle z € X(Q2) und px.

(2) Wir wollen reelle Zahlen ¢y, ¢, ..., cn 50 finden, dass die Schitzung
- X =aY1+eYa+... +caYyq den MSE E{(X — X)?| minimiert.

Aus py)x und px konnen wir pxy bestinimen, das hejsst, wir wissen alles iiber die statistischen
Verhiltnisse der Zufallsgrissen X, ¥1,Y2,..., Y. Wir werden jedoch spéter erkennen, dass fiir
die optimale lineare Schiitzungsregel nicht alle diese Grissen bekannt sein miissen.

Unsere Strategie in diesem Kapitel ist die folgende: Zuerst werden wir zeigen, dass das Problem
der linearen MMSE-Schitzung zum Problem der linearen Anniiherung in einem Vektorraum
Bquivalent ist. Demnach konnen wir die im vorhergehenden Kapitel hergeleiteten Verfehren
anwenden. Unser erster Schritt in diese Richtung ist der folgende Satz:

5.2 Menge aller Zufallsgrissen als Vektorraum

Satz 1: Die Menge aller Zufallsgrissen, die auf einem Ergebnisraum () definiert werden kénnen,
ist ein reeller Vektorraum.

Beweis: Wir wissen, dass die Menge aller reellwertigen Funktionen mit Definitionsbereich £
ein Vektorraum ist (vgl. Beispiel (2), Seite 41). Die Menge aller Zufallsgrossen mit Definitions-
bereich {2 ist eine Untermenge dieser Menge. Es bleibt noch zu beweisen, dass diese Untermenge
den Test fiir einen Unterraum (siehe Seite 42) besteht, das heisst, wir miissen beweisen, dass die
Summe zweier Zufalisgrossen wieder eine Zufallsgrisse ist und dass eine Konstante multipliziert. -
mit einer Zufallsgrosse auch wieder eine Zufallsgrisse ist. Im Kapitel I haben wir diese Tatsache
als selbstverstindlich angenommen. Jetzt lohnt es sich, diese Selbstverstiandlichkeit durch einen
Beweis zu untermauern. Unterbrechen wir hier den Beweis vom Satz 1, um einige niitzliche
Tatsachen herzuleiten.

Lemma 1: Seien X und Y Zufallsgréssen mit dem Definitionsbereich  und sei X(w)+Y{w) <
B fiir ein gewisses w € {1 . Dann gibt es eine rationale Zahl ¢ mit X(w) < ¢ und Y (w) < 8 — 4.

- Bemerkung: Wir bezeichnen die Menge der rationalen Zahlen mit Q.
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Beweis: Da
A=f-Xw)-Y(w)>0

ist, gibt es sicher eine rationale Zahl g mit

Xw)<g< X{w)+ % - (5.1)
Demnach gilt auch:

A = B+ X(w)-Y(w) < f+q-YWw)
2 2 2 ’

g< X(w)+
woraus folgt, dass

2q<f+q-Yw)

gilt, was wiederum zu

, Yw)<pB~gq (5.2)
Aquivalent ist. O

Lemma 2: Seien X und Y Zufallsgréssen mit Definitionsbereich 2 und 3 eine reelle Zahl, dann
gilt:

jw: X(w)+Y(Ww) <8} = U {w: X(w) <gqund Y{w)} < 8—gq}.
qeQ

Beweis: Gehdrt w zur Vereinigung auf der rechten Seite, dann existiert ein g € @ mit X(w) < g
und Y(w) < B - g, woraus X(w) + Y{w) < B folgt. Deshalb ist diese Vereinigung eine Un-
termenge der Menge auf der linken Seite. Gehort w der Menge auf der linken Seite an, dann
gilt: X(w) + Y(w) < § und es folgt mit dem Lemma 1, dass w der Vereinigung auf der rechten
Seite angehort. Aus diesem Grund sind die Mengen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens
identisch.

(.

Korollar: Seien X und Y Zufallsgréssen mit dem Definitionsbereich {2, dann ist auch X +Y
eine Zufallsgrisse.

Beweis: Wir miissen beweisen, dass die Menge {w: X{w) +Y(w) < B} fiir jedes § zur Klasse
der Ereignisse .A gehort. Durch Umformung von Lemma 2 erhalten wir:

{w: X(w)+Y(Ww)< B} = U Hw: X(w) < g}n{w: Y(w) < f—q}].

qeQ

Ferner erinnern wir uns, dass .A eine o-Algebra ist (siehe Seite 2). Da X und Y Zufallsgrdssen
sind, miissen {w: X(w) < g} und {w: Y(w) < B — q} Ereignisse in .A sein und es folgt dann,
dass auch {w: X(w) < g} N {w: Y{w) < f — ¢} ein Ereignis in A sein muss. Es gibt nur
abzahlbar unendlich viele rationale Zahlen und da die Vereinigung von abziahlbar unendlich

55



vielen Ereignissen in A wieder ein Ereignis in A ist, folgt, dass {w: X(w) +Y(w) < ﬁ} ein
Ereignis in A ist.
O

Bemerkung:

In diesem Beweis sieht man den Grund fiir die Hypothese der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass
A eine o- Algebra sein muss. Wire eine Vereinigung von abzahlbar unendlich vielen Ereignissen
nicht auch immer ein Ereignis, dann wére X + Y nicht immer eine Zufallsgrésse, was eine
sehr unangenehme Tatsache wire. Man sieht nun auch die Notwendigkeit des dritten Axioms
von Kolmogorov, welches die Berechnung der Wahrscheinlichkeit einer solchen Vereinigung von
Ereignissen erlaubt.

Lemma 3: _
Sei X eine Zufallsgrissse mit Definitionsbereich € und sei 8 eine reelle Zahl, dann ist die Menge
{w: X(w) > B} ein Ereignis, d.h. {w: X{w) > F} gehort zu A.

Bemerkung:
Die Definition einer Zufallsgrosse fordert nur, dass die Menge {w : X(w) < §} 2u A gehort.

Beweis:

Weil fiir jede reelle Zahl a die Menge {w : X{w) < a} ein Ereignis ist, muss das Komplement
{w: X{w) > a} auch ein Ereignis sein. Zu einem w mit X (w) > B gibt es sicher eine rationale
Zahl ¢ mit X(w) > g > . Wir sehen, dass )

fw: X(w) > P} = U {w: X(w) 2 ¢}

qEQ,

gilt, wobei Qg die Menge von rationalen Zahlen ¢ mit ¢ > 8 ist. Es folgt, dass die Menge
{w: X(w) > B} eine Vereinigung von abziahlbar unendlich vielen Ereignissen in A ist. ‘Damit
kénnen wir schliessen, dass die Menge {w : X{w) > §} auch ein Ereignis in A ist. o

Korollar:
Sei X eine Zufallsgrosse mit Definitionsbereich  und sei ¢ eine reelle Zahl. Dann ist cX auch
eine solche Zufallsgrosse.

Beweis:

Wir miissen fiir jede reelle Zahl § zeigen, dass die Menge {w : ¢X{w) < f} ein Ereignis ist.
Dieses gilt trivialerweise, falls ¢ > 0 ist. Sei ¢ < 0, dann gilt

{w:eX(Ww) < f}={w: X{w) >€}
Aus Lemma 3 kénnen wir schliessen, dass diese Menge ein Ereignis ist. o
Beweis von Satz 1: (Fortsetzung)
Die beiden Korollare, die wir jetzt bewiesen haben, zeigen, dass die Menge aller Zufallsgrossen

mit Definitionsbereich {2 den Test fiir einen Unterraum bestehen. Deshalb ist diese Menge auch
ein Vektorraum.
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5.3 Zufallsgrissen mit endlichem zweitem Moment

Satz 2: -
Die Menge V aller Zufallsgréssen mit Definitionsbereich {2, die ein endliches zweites Moment
haben, ist ein Vektorraum.

Beweis: ,

Es geniigt zu beweisen, dass diese Menge V von Zufallsgrissen mit endlichem zweiten Moment
den Test fiir einen Unterraum besteht. Seien X und Y Zufallsgrissen mit E[X?] < 0o und
E{Y?] < 00, dann gelten

0 < E[(X +Y)? = E[X? + E[Y?] +2E[XY]
und
0 < E[(X - Y)?¥ = E[X?] + E[Y?)] - 2E[XY].
Somit gelten auch
—2E[XY] < E[X?] + E[Y?]
und ' '
2E[XY] < B[X? + E[Y?],
was zu
2|E[XY]| < E[X% + E[Y?] .

aquivalent ist. Es folgt, dass

E{(X +Y)} E[X?] + E[Y?] + 2| E[XY]|

<
< 2E[X?* +2E[Y} < o0
gilt. Sei X eine Zufallsgrosse mit E[X?] < oo und sei ¢ eine reelle Zahl, dann gilt:

Ef(cX)?] = El2X? = ?E[X?] < c0.

Nun werden wir demonstrieren, dass die Funktion (., .): V¥V x V — R mit

(X,Y) = E[XY)] (5.3)

“fagt” ein Skalarprodukt fiir den Vektorraum V der Zufallsgréssen mit endlichem zweitem Mo-
ment ist. Zuerst stellen wir fest, dass

(X,Y) = E[XY] = E[YX] = (Y, X)

gilt, das dem Axiom (S1) entspricht. Dann bemerken wir, dass
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(X +bY,2) = E[(aX +bY)Z]
EleX Z + bY Z]
aE[X Z] + bE[Y Z]
= o{X,Z)+b(Y,Z)

gilt. Das entspricht Axiom (82). Und zuletzt sehen wir, dass
(X, X)= E[XZ] 20
gilt, Das entspricht Axiom (53) teilweise.

Die einzige Frage die noch bleibt, lautet: Gilt E[X?] = 0 nur wenn X = 0 ist? Leider heisst die
Antwort “nein”! Um dieses Paradoxon besser zu verstehen, schreiben wir:

A= {w: X(w) =0}

und
Az = {w: X(w) #0}.

Weil A; und A; eine komplette Klasse von paarweise unvereinbaren Ereignissen bilden, folgt
mit dem Satz des totalen Erwartungswertes, dass

E[X?] = E[X?|A1]P|A1[+E[X?A2) P[A2).
Aber wenn w € A; gilt, dann ist X (w) = 0. Damit sehen wir, dass E[XélAl] =0 und

E|X? = E[X?| A2]P{4d] (5.4)

ist.
Wenn w € A gilt, dann gilt (X (w))? > 0. Es folgt somit, dass

E[X%A3] >0 (5.5)

gilt. Ist E[X?] = 0, dann folgt aus (5.4) und (5.5), dass P[Az] = 0 gelten muss. Aquivalent gilt
P[A;] =1 - P[Ag] = 1. Da aber
| PJA1} = P[X =0}

ist haben wir folgendes Lemma bewiesen:
Lemma 4: Sei E[X?] = 0, dann gilt P[X =0] = 1.
Es ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie {iblich zu schreiben:
X=Y (mW1)
(wobei (mW1) “mit Wahrscheinlichkeit 1” bedeutet), wenn
PIX=Y]=1
gilt. Also kann Gleichung (5.5) quivalent als
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X=0 (mW1) (5.6)

geschrieben werden. Die Verallgemeinerung von Lemma 4 (dessen leichten Beweis wird dem
Leser iiberlassen) heisst:

Lemma 5: Sei E{(X — Y)?] =0, dann gilt
X=Y (mW1).

Es ist auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie tiblich, Zufallsgréssen X und ¥ mit X =Y (mW1)
als dieselben Zufallsgrossen zu betrachten. | Wir machen etwas ahnliches, wenn wir ein Gleich-
heitszeichen zwischen eine nichtstetige Funktion und eine unendlich Summe von Fourier Funk-
tionen schreiben; die Gleichung gilt nur fiir "fast alle” Werte des Arguments]. Um ganz ehrlich
zu sein, miissen wir dann sagen, dass die Gleichung X = Y nur bedeutet, dass X und ¥ zu der-
selben Aquivalenzklasse von Zufallsgrossen gehéren. Wir definieren nun, dass die Zufellsgrossen
X und Y genau dann &quivalent sind, wenn X =Y (mW1) gilt. Kiinftig werden wir bloss
X=Y statt X=Y (le) schreiben, d.h. wir werden stillschweigend annehmen, dass

wir tatsichlich mit Aquivalenzklassen von Zufallsgrossen arbeiten, obwohl wir die
tiblichen Notationen fiir Zufallsgriissen beniitzen.

Mit der obigen Abmachung sehen wir, dass

(X,X)=E[X?}>0
gilt. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn X = 0 ist, was t_iem Axiom (S3) entspricht.
Wir haben somit folgendes bewiesen:

Der Skalarproduktraum von Zufallsgrissen: Die Funktion
{X,Y) = E[XY]

ist ein Skalarprodukt fiir den Vektorraum V der Zufallsgréssen mit endlichem zweiten Moment.

Die entsprechende Norm heisst:

X1 = E{X3).

Die Zufallsgrossen X und Y heissen orthogonal, falls

E|XY]=
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5.4 Lineare MMSE-Schitzung

Wir sehen, dass der zweite Teil des Problems der linearen MMSE-Schétzung wie folgt umschrie-
ben werden kann:

(2) Wir wollen reelle Zahlen ¢;,cg,...,cn finden, so dass X= a1 +ea¥a+- ety die
Zufallsgrosse in S{¥7,...,Yy) ist, die || X — X||? = E{{(X — X)?] minimiert.

Von der Matrixform der Orthogonalititgleichung wissen wir, dass es geniigt, (Y;,Y;) = E[Y;Y;]
und (X,Y;) = E[XY;] firi = 1,2,...,nund j = 1,2,...,n zu kennen, um die Koeffizienten
€1,...,¢n Zu finden. Deshalb konnen wir den ersten Teil des Problems der linearen MMSE-
Schitzung wie folgt reduzieren, chne die Losung zu indern: .

(1) Sowohl (¥;,Y;) = E[Y;Y;] als auch (X,Y;) = E[XY,] sind fir ¢ = 1,2,...,n und
i=1,2,...,n bekannt. X
Bemerkung: Um E[(X — X)?] zu berechnen, muss man auch E[X?] kennen.

Wir wissen jedoch schon aus dem vorhergehenden Kapitel, wie man dieses Problem lost.

Orthogonalitétsprinzip fiir die lineare MMSE—Schﬁtzgng: Seien Y1, ¥s,..., Y, und
X Zufallsgrissen mit endlichem zweiten Moment, dann ist X = ¢, ¥} + Yo+ ... +en¥Yn
genau dann diejenige Zufallsgrosse in §(Y1, Y2, ..., ¥a), welche E{(X — X)?] minimiert, falls
der Fehler X — X orthogonal zu ¥; (i =1,...,n) ist, das heisst, falls

E[(X - X)¥i] =0 (i=1,...,n) (5.7)
gilt. Fiir diese optimale lineare Schitzung gilt:

MSE = E[(X - X)?] = E[(X - X)X] = E[X?] - E[}?¥]. (5.8)

Matrixform der Orthogonalititsgleichung fiir die lineare MMSE-Schitzung:
Seien Y1,...,Y, und X Zufallsgréssen mit endlichem zweiten Moment, dann ist

~

X=cVi+oaYo+---+cealn

genau dann die Zufallsgrésse in S(Y1,...,Y,) die E|(X — X)?] minimiert, wenn die Koef-
~ fizienten ey,...,c, die Gleichung

E[Yf] E[Y1Y2] . E[Y]_Yn] 1 E[XY]_]
E[ngll E[Ygz] - E[YQYH] C2 E[XY:;]
: B A : (5.9)
E[Y;Y:] E[YaYe] ... E[Yr?] Cn E[XYn]

befriedigen.

Die Gleichung (5.7) heisst Orthogonalitiitsgleichung fiir die lineare MMSE-Schitzung.
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Linearitétseigenschaft der linearen MMSE-Schéitzung: Seien Y1,7Y3,...,Ys, Wy und
W3 Zufallsgréssen mit endlichem zweiten Moment, sei W) (bzw. W3) diejenige Zufallsgrésse

in §(Y1,Yz,...,Y,), welche E[(W; — W1)?], (bzw. E[(W2 — W2)?]) minimiert und seien a;

und a3 reelle Zahlen, dann ist

.2' = alﬁﬂ + GgWg
diejenige Zufallsgrésse in S(Y1, Yz, ...,Y,), welche E[{X — X)?] minimiert, wobei
X =a1 W + asWs

ist.

Trennungseigenschaft ’ der
linearen MMSE-Schitzung: Seien Yi,...,Y¥%,Yis1,...,¥Yn und X Zufallsgréssen mit
endlichemn zweiten Moment, sei

ElYiY;] =0 firie{1,...,k}, 7e{k+1,...,n},

und sei X = X4 + Xp mit X4 € S(V4,...,Y) und Xg € S(Yit1,...,Ys), dann ist
X genau dann diejenige Zufallsgrosse in S(Y},Ys, ..., Yy), welche E[(X — X)?] minimiert,
falls X4 (bzw. Xp) die Zufallsgrésse in S(¥i,...,Y) (baw. S(Yis1,...,Ya)) ist, welche
E{{X — X 4)?) (bzw. E[(X — X5)?]) minimiert. '

Wir wollen nun zeigen, dass es fiir die lineare Schitzung von Vorteil ist, wenn man annimmt,

" dass dem Beobachter die triviale Zufallsgrésse ¥,+1 = 1 bekannt ist.

Lemma 8: Seien X und b’¢ Zufallsgrossen mit endlichem zweiten Moment, dann ist der Fehler
X — X genau dann orthogonal zu der Zufallsgrdsse 1, wenn E[X] = E[X] ist.

Beweis: (X — X,1) = E[(X - X)1] = E[X] - E[X]. ' =

Das Lemma 6 zeigt, dass die lineare MMSE-Schitzung von X in S(¥1,Y2,...,Ys,1) genau
dann identisch mit der linearen MMSE-Schiitzung X von X in S(¥1,Yz,...,Ys) ist, falls
E[X] = E[X] gilt. Ist E[X] # E[X] dann liefert die lineare MMSE-Schétzung von X in
S(Y1,Yz,...,Y,,1) einen kleineren MSE als die Schitzung X.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass die lineare MMSE-Schitzung von X in §(Y),Y¥s,...,Ya,1)
durch die Ldsung von nur n (statt n + 1} linearen Gleichungen gefunden werden kann.

Satz liber die lineare MMSE-Schitzung mit dem zusitzlichen Datum 1: Seien
Y1, Ys,..., Y, und X Zufallsgréssen mit endlichem zweiten Moment und sei X’ die lineare
MMSE-Schétzung von X' = X — E[X] in S(Y/,..., ¥ mit Y/ = Y;-E[Y;]] (:=1,...,n),
dann ist

X =X'+ E[X]

die lineare MMSE-Schitzung von X in 8(Y1,¥s,...,¥a,1).

Beweis: Da X’ eine Linearkombination von Y{,...,Y, ist und da E[Y]] =0 fiiri =1,...,n
ist, folgt daraus, dass E{X’] = 0 gilt. Deshalb gilt:
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EX-RXl=E[X - X E(x]] =0,

das hgisst, X - X ist orthogonal zu ¥,,; = 1. Es bleibt noch zu beweisen, dass X — X =
X — X' — E[X] auch orthogonal zu Yj ist firi =1,...,n:

]

E[(X - X'~ EX)Y] = E[(X - ElX]- X)(% - B¥i] + E[¥i])]
E[(X' - X')(Y{ + BIY))]

= B[’ - 2] + B[ - X)| EW

= 0+0
0 firi=1,...,n.
_ O
Folgende Beziehungen sind fiir die Anwendung des obigen Satzes wichtig:
(Yi’a Y; = E[Y‘-’, YJ’]
= FE[(Yi - B[V:])(Y; — E[Y;])]
= Cov(V;, Y5).
Analog gilt:
(X", Y} = Cav(X,Yy) .
Es folgt, dass die Gleichung (5.7) als
Ay -c=Cov(X,Y)
geschrieben werden kann, wobei ¢ = (c3,¢2,...,¢,) und
Cov(X,Y))
Cov(X, Yz)
Cou(X,Y) = . (5.10)
Couv(X,Y,)

sind. Ferner wollen wir uns merken, dass X’ = \Y/ + Y + ... + en,Y als
X'=cTY' =Y - ElY))
geschrieben werden kann,
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Korollar zum Satz iber die lineare MMSE-Schitzung mit dem zusatzlichen
Datum 1: Seien Y;,...,Y, und X Zufallsgréssen mit endlichem zweitem Moment. Dann
ist :

X =cT(Y - ElY)) + E[X] (5.11)
genan die Zufallsgrdsse in S(Y3, ..., Yn, 1), die E[(X — X)?] minimiert, wenn ¢ die Gleichung

Ay - c=Cov(X,Y) (5.12)

befriedigt, wobei Y = (¥1,...,¥5) ist.

5.5 Lineare MMSE-Schitzung im Gaussschen Fall

Bei der Anwendung kommt es oft vor (aber nicht immer!), dass ¥;,...,Y, und X gemeinsam
gaussverteilt sind. Der folgende wichtige Satz behandelt diesen Fall und zeigt der Grund dafiir,
dass die lineare MMSE-Schitzung von besonderer Bedeutung ist.

Satz iiber die lineare MMSE-Schitzung im Gaussschen Fall: Selen Yi,---.Yn
und X gemeinsam gaussverteilt. Dann ist die lineare MMSE-Schitzung X von X in
8(Y1,...,Yy,,1) sowohl identisch mit der Bayesschen MMSE-Schitzung von X fiir die Beob-
achtung ¥ = (¥1,...,Y,) als auch mit der (sogenannten MAP-} Schiitzung, die E[S(X, X)]
minimiert, wenn kleine Fehler kostenlos und alle anderen Fehler kostengleich sind. Ferner
gilt in diesem Gaussschen Fall:

ERIY. =y =E[X|Y. =y firaley. (5.13)
Das mittlere Fehlerqua&rat ist unabhéngig von der Beobachtung, d.h. es gilt:

E[(X - X))|Y. =y = E[(X ~ X)¥] firaley. (5.14)

Bemerkung: Die triviale Zufallsgrosse 1 niitzt bei der Bayesschen Schitzung wie auch bei der
ML-Schitzung nichts, d.h. die Bayessche (bzw. ML-) Schitzung von X fiir die Beobachtung
¥1,...,Y, und die Beobachtung Yi,..., ¥, 1 sind immer identisch.

Beweis: Essei Y] = Y;—E[Y;] ( =1,...,n) und X' = X—E[X]. Dann gilt, dess ¥{,..., ¥, und
X' auch gemeinsam gaussverteilt sind. Wu' kénnen X als X = X'+ E[X] schreiben, wobel X =
Ty’ die lineare MMSE-Schétzung von X' in S(Y7,...,Y;) ist. Es folgt, dass Y{,..., ¥, und
X' — X' gemeinsam gaussverteilt sind, weil sie durch lineare Transformation aus Y,... Y., X
hervorgehen. Bedingt durch das Orthogonalititsprinzip und mit Y’ = (Y{,...,Y;) gilt:

Cou(X'~ X', Y') =0, | (5.15)
weil B[(X'—~ X")Y/] =0 firi =1,...,n ist. Aber Gausssche Zufallsgrossen und Zufallsvektoren
sind genau dann unabhingig, wenn ihre Kovarianz verschwindet. Es folgt von (5.15), dass
X! — X' und Y’ unabhingig sind, d.h., dass

Px!_)'(r.r_'(zsﬁ’) = P_xr_j'r(x) 'PZ_'(E,) fiir alle I:_H’ (5.16)
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ist.
Ferner gilt dann

pr_g,[r(zlg’) = pyr_ 2:(Z) fiir alle 7,y . (5.17)

Aus (5.17) folgt
E[X' - X'|Y' =4| = B[X' - X'] =0,

weil E[X'] = E[X'] =0 ist. Es gilt auch, dass

BX' - XY =y] = EXY =y]-ERXY =y
= EX'lY'=4]-"y

ist. Daraus konnen wir schliessen, dass

EXY =y]=cy (5.18)

ist. Dann sehen wir ferner, dass

EX|Y =y = E[X’'+EX][Y’+E[Y] =y
= E[X'IY' =y - E[Y]] + E[X]
= cT(y— ElY]) + E[X] (5.19)
gilt. Jetzt erkennen wir, dass E[X|Y = y] die Bayessce MMSE-Schitzung von X fiir die
Beobachtung ¥ = y ist und 7(y — E[Y]) + F[X] die lineéare MMSE-Schiitzung von X fiir die
Beobachtung (Y1,...,¥s,1) = (¥, 1) ist, d.h. dass diese zwei Schitzungen gleich sind.

Zuniichst wollen wir die Schitzung von X finden, die E[S(X, X)) minimiert, wenn kleine Fehler
kostenlos und alle anderen Fehler kostengleich sind. Wir wollen also das z finden, das pxy (zly)
meximiert (siehe Seite 39). [Wir nennen hier diese Schitzung die MAP-Schiitzung von X .|
Weil

x|y (TlY) = Pys_x(z — E[X] — " (y — BlYDly - E[Y))
ist, folgt aus (5.17), dass

Px|y{(zly) =px._ 3.z — E[X] - T (y — E[Y])) (5:20)

gilt. Weil X’ — X' gaussverteilt mit Mittelwert 0 ist, so, dass ' = 0 die WSK-Dichte Pxi_x
maximiert, folgt aus (5.20), dass

z = E[X] +"(y - E[Y])

der Wert ist, der px |y (z|y) maximiert. Das heisst, die MAP-Schitzung und die lineare MMSE-
Schitzung sind identisch.
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Aus (5.20) folgt unmittelbar, dass .
B(X|Y. = y] = EIX] +¢"(y - E[Y]) = EIXIY =y
und
Var[X — X|Y. = y] = Var[X — X)
gelten. Die Gleichungen (5.13) und (5.14) folgen daraus. o

Bemerkung: Die maximum-likelihood- (ML-) Schatzung von X fiir die Beobachtung Y ist mit
der linearen MMSE-Schitzung von X nicht identisch. Als Gegenbeispiel sei ¥ = X + Z. Dabei
seien X und Z unabhingige Gausssche Zufallsgréssen mit E[X] = E[Z] = 0 und Var[X] =
Var{Z] = 1. Dann ist die lineare MMSE-Schiitzung X von X

. _EXY], 1
X=FygY =3

Aber es gilt:

pyix(ylz) =pz(y—z) .

Somit ist £ = y der Wert, der py|x(ylr) maximiert, d.h. XML =Y ist die ML-Schitzung von
X.
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6 ZEITDISKRETE STOCHASTISCHE PROZESSE UND
LINEARE ZEITDISKRETE SYSTEME

6.1 Stochastische Prozesse

Mathematisches Modell:

X_a() b— X_1(w)

) A Wy B
Xl() X](Ld)
Xa(.) Xa(w)

Fiir jeden Ausgang des zufilligen Experiments erhalten wir eine zweiseitige Sequenz
«es3T-1,Z0,21,%2,... &ls Wert der “Zufallssequenz” ...,X_1, X0, X1, X2,.... Interpretieren
wir X; als eine Zufallsgrisse, die zum Zeitpunkt ¢ auftritt, dann nennt man eine solche zwei-
seitige Zufallssequenz einen zeitdiskreten stochastischen Prozess. Um dies hervorzuheben,
schreibt man gewthnlich X[i] statt X;, obwohl man dann fiir den zum Ereignis w gehorenden
Wert X[i] den unschonen Ausdruck X[i](w) verwenden muss. Fiir den stochastischen Prozess
schreibt man X|.], was deshalb sinnvoll ist, weil ein stochastischer Prozess als eine Funktion, die
jeder ganzen Zahl i eine Zufallsgrésse X|[i] zuordnet, betrachtet werden kann.

Der stochastische Prozess X|[.] heisst stationdr, falls fiir jede positive ganze Zahl n und fiir jede
beliebige ganze Zahl 1, die Zufallsvektoren (X[0], X[1],..., X[n—1]) und (X[i], X[i+1},..., X[i+
n — 1]} die gleichen WSK-Dichten besitzen. X[] ist genau dann stationér, falls alle seine sta-
tistischen Eigenschaften unabhéngig von der absoluten Zeit sind. Die Eigenschaft, dess ein
stochastischer Prozess stationdr ist, ist eine strenge Einschrinkung, die oft schwierig zu testen
ist. Fir viele Anwendungen geniigt eine schwichere Bedingung fiir die “Unabhéangigkeit von der
absoluten Zeit”: Ein stochastischer Prozess X[.] heisst schwach-stationir (s.s.), falls

(1) E{X[k]] unabhingig von k und
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(2) E[X[k]- X[k + 1] fur alle i unabhingig von &k

ist.

Ist X[.] schwach-stationir, dann schreibt man

mx = E[X[k]]

und
Rxli]l = E[X[k] - X[k +1]] fiir alle 1.

Die zweiseitige Sequenz Rx[.] heisst Autokorrelationssequenz (oder “Autokorrelationsfunk-
tion”) des stochastischen Prozesses X|[.]. Die Konstante mx ist der Mittelwert des stochasti-
schen Prozesses X[.]. Es ist zu bemerken, dass

Cov (X[K], X[k +1]) = Rx[i] — m% (6.1)
gilt, falls X[.] s.s. ist.

Eine sehr niitzliche zweiseitige Sequenz ist die Kronecker-delta-Sequenz §[.]:

T

8[.] kann als “Einheitssequenz” interpretiert werden. Ein stochastischer Prozess X|[.] wird als
weisses Rauschen bezeichnet, wenn er schwach-stationsr mit mx = 0 und Rx[.] = L-§[] ist.
Aus (6.1} folgt, dass X|.] genau dann weisses Rauschen ist, wenn er s.5. mit mx = 0 ist und
seine Komponenten unkorrelierte Zufallsgréissen sind. Das bedeutet, dass sich weisses Rauschen
schnell mit der Zeit dndert.

Ein stochastischer Prozess heisst Gausssch, falls fiir alle ganzen Zahlen i und n der Zufallsvek-
tor (X[i], X[+ 1],...,X[i + n — 1)) gaussverteilt ist. Da die Gaussverteilung véllig durch den
Mittelwert und die Kovarianzen der betreffenden Zufallsgrisssen bestimmt ist, folgt:

Ein Gaussscher stochastischer Prozess ist genau dann stationir, wenn er schwach-stationar
ist.

Selbstverstandlich ist ein stationdrer Prozess immer auch schwach-stationir, die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nicht.

6.2 Lineare zeitdiskrete Systeme (LDS)

Ein lineares zeitdiskretes System (LDS) ist ein zeitinvariantes, lineares System, dessen Ein- und
Ausginge zweiseitige Sequenzen sind. Die Gewichtssequenz A[.] des LDS ist die Antwort
(Ausgangssignal) des Systems auf eine Kronecker-delta-Sequenz §[.]. Jede Sequenz z[.] lasst sich
als

z[k] = Jf oli] - 8k — 1] firalle k (6.2)

i=—n00
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schreiben. Definiert man 6. — ] als die um 1 Zeiteinheiten verzdgerte Kronecker-delta-Sequenz,
kann (6.2) wie folgt umgeschrieben werden:

+o0 :
z[] = Z zli] - &[. — 1. : (6.3)
i=—00
Aus der Zeitinvarianz des LDS folgt, dass das Eingangssignal 6[. — i} das Ausgangssignal h[. — i}
verursacht. Ferner folgt aus der Linearitit des LDS, dass das Eingangssignal z[.] in Formel (6.3)

das Ausgangssignal
+00

yll= 3 zlil- Al -] (6.4)

i=—p0
verursacht. Durch Umformulieren erhalten wir

yH = 3 o] hlk -1 fir alle & . (69

i=—o0

Die Summe in (6.5) heisst Faltungssumme. Wir werden (6.4} symbolisch als

y[-]=a[.]«hl.] (66)
schreiben und sagen, dass y[.] die Faltung von z[.] und h[.] ist. Es ist leicht zu beweisen
(setze dazu j = k — 1 in (6.5) ), dass

hl.]*z[.] =z[.] = h[.] (6.7)

gilt, d.h. ein Beobachter des Ausgangssignals y|.] im folgenden Bild wird es nicht merken, wenn

z{.] und A[.] vertauscht werden.

LDS
A[.]

6.3 Stochastische Prozesse als Eingang eines LDS

Wir interessieren uns jetzt fir folgende Anordnung:

Eperimant [ XH

X[.Jw) LDS
- K]

— Y[.){w)
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Vereinfacht zeichnet man diese Anordnung iiblicherweise wie folgt:

LDS
h{.]

Y[.]

X[.]

Man darf aber nicht vergessen, dass jeder Versuch des zufilligen Experiments (ein Versuch dauert

ewig!) eine und nur eine Eingangssequenz z[.] fiir das LDS liefern wird. Man spricht manchmal
von einem “stochaestischen Eingangssignal” X[.]. Durch den gewédhlten Sprachgebra.uch sollte
man sich aber nicht verwirren lassen.

Aus (6.5) und (6.7) sehen wir, falls X[.] den Wert z[.] annimmt, dass Y[.] den Wert y[.] mit

o[k = f: gk -i]-hl]  firalek (6.8)

i=—oo

annimmt. Deswegen kénnen wir schreiben
Y[k = Z X[k—id]-hl] firalek. (6.9)

i=—0c0

Sei X[.] schwach stationdr, dann ist

E[Y[x]]

Z E[X[k—:]] hi]

i==p0

= mx E hli]

i==00

unabhiingig von k. Ferner ist

E|Y[k}-Y[k+i]] = E Li X[k - m] - h[m] ﬂ_z:mX[k +i-n]- .h[n]]
= E [m_fjm_f: X[k+i—n]-An]- X[k —m)]- h[m]]
= mij i hlm] - hn] - E[X[k — m] - X[k +i — n]]
= % 3t Reli-n+m
ebenfalls unabhingig von k.
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Wir fassen zusammen:

Sei das Eingangssignal eines LDS mit Gewichtssequenz A[.] ein schwach stationérer stocha-
stischer Prozess X .|, dann ist das Ausgangssignal Y[.] auch schwach stationér, und zwar
mit dem Mittelwert

my =mx i hli] (6.10)

i=—o00

und mit der Autokorrelationssequenz

Byl= S Y him]-Aln]-Rxlk—n+m] firalek.  (61)

m=—can=—oo

Zwei stochastische Prozesse X|.] und Y|.] heissen gemeinsam schwach stationir, wenn

(1) sowohl X|[.] als auch ¥[.] schwach stationir sind und

(2) E[X[¥ - Y[k +i]] fir alle i unabhingig von k ist.

Man schreibt dann
Rxvyli| = E|X[k]- Y[k +1]] fiir alle i ,
und nennt Rxy|.] die Kreuzkorrelationssequenz von X[.] und Y[.}.

Betrachten wir wieder den Fall, wo das Eingangssignal eines LDS ein s.s. Prozess X|.] ist. Wir
wissen schon, dass das Ausgangssignal Y[.] auch ein s.s. Prozess ist. Ferner sehen wir, dass

EX|k-Yk+i] = E|X[¥ i X[k +i—m]-h[m]
= i him] - E{X[k] - X[k + 1 — m]]
= i hlm] - Rx{i — m]

unabhéngig von k ist, wobei wir auch bemerken, dass die letzte Summe genau der Faltungssumme
entspricht.

Wir fassen zusammen:
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Sei das Eingangssignal eines LDS mit Gewichtssequenz h{.] ein schwach stationérer Pro-
zess X|[.] und sei Y[.] das Ausgangssignal, dann sind X[.] und Y[.] gemeinsam schwach
stationér und zwar mit :

Rxy[k] = f: h[i]- Rx{k—i]  fiiralle k, (6.12)

i==00

d.h.

Rxy[.]=h[.]*Rx|.]. -

Der Leser soll sich selber iiberzeugen, dass (6.11) aquivalent als
Ry[] = h[-]*h[]+ Rx[]

geschrieben werden kann.

6.4 Die z-Transformation
Sei f[.] eine zweiseitige, reelle oder komplexe Sequenz mit

T Akl < oo 6w

k=—00

dann heisst die analytische Funktion F einer komplexen Variablen z, die fiir z auf dem Einheits-
kreis in der komplexen Ebene durch

Foy= Y flK-2 (6.14)

k=—00

definiert ist, die z-Transformierte von f[.]. Es ist leicht zu beweisen (vgl. Ubungsaufgabe),
dess

1 2r i 3
SR =5 /c; F(e).e*%0  fir alle £ (6.15)

die inverse z-Transformation ist. Die komplexe Zahl z = e/® liegt auf dem Einheitskreis in
der komplexen Ebene. Man sieht aus (6.15), dass die Werte von F(z) fiir z auf dem Einheitskreis
geniigen, um sowohl f[.] als auch F'(z) vollstindig zu bestimmen.

Ist h[.] die Gewichtssequenz eines LDS, dann nennen wir H(z) die Ubertragungsfunktion
des LDS. Wir nennen den Einheitskreis in der komplexen Ebene den Frequenzkreis und wir

nennen {2 fiir einen Punkt z = ¢/ auf diesem Kreis, die normierte Frequenz. Wir nennen
H(e’), betrachtet als Funktion von € fiir 0 < < 27, den Frequenzgang des LDS.

Sei das Eingangssignal z{.] eines LDS mit der Ubertragungsfunktion H(z) eine Sequenz, die
(6.13) befriedigt (was fast nie der Fall ist, wenn z{.] der Wert eines stochastischen Prozesses
X|[.] ist), dann folgt aus (6.5) fiir das Ausgangssignal y[.], dass
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zli] - hlk — 4] - 2~%

Il
™8

Z ylk|z"* i
k=—oo k——oo i=—00
2y

zfi] - 27V Rk —d] - 27FH

i=—ook

= 3 z[i]-z Z hlk ~i] - z7kH
1==—00 k=—00

= X(2)-H(z)

gilt, d.h.

vl =z[]«Al] = Y(z)=X(z2) -H(2) fiir alle komplexen Zahlen z.  (6.16)

Obwohl der Wert z[.] eines s.s. stochastischen Prozesses X|[.] im Allgemeinen keine
z-Transformierte hat, wird die Autokorrelationsfunktion Rx|.] (betrachtet als eine Zeitsequenz)
normalerweise (6.13) befriedigen und darum eine z-Transformierte haben. Wir schreiben Sx{.)
fiir die z-Transformierte von Ry{.], d.h.

Sx(@)= 3 RxlH-z™* (617)

k=—oc

fiir alle z € C, fiir welche obige Summe absclut konvergiert.

- Nehmen wir jetztla.n, dass der 5.5. Prozess X|[.] das Eingangssignal eines LDS mit der Ubertra-
gungsfunktion H{(z) ist und dass Sx(z) existiert. Dann finden wir aus (6.11), dass

k_inY[k]'z_k = k-immimnimh[m]°h["]’R"‘[k_“+m]'z—k
= _i fﬁ ki Alm) - 2™ Bla] - 27" Rxlk — n+m] - z7F+n=m
= Y - ™ S b2 Y Rxlk—n4m gk
_ HGY)HE)-Sx@) T

giit.

Wir fassen zusammen:
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Sei das Eingangssignal eines LDS mit {Ubertragungsfunktion H(z) ein schwach stationirer
stochastischer Prozess X|.] mit existierendem Sx(.). Dann gilt:

Sy(z) = H(z) - H(z"1)-Sx(z)  firallezeC. (6.18)
Insbesondere gilt auch:

Sy(e?) = |H(E@)| - Sx(e®), fir 0 <@ < 21 (6.19)

Die Gleichung (6.18) folgt aus der Tatsache, dass mit z = e/ auch 2™! = =77 = 7 gilt, was
H(e~®) = H(e’®) entspricht.

Aus der Definition von Ry/[.] bemerken wir jetzt, dass
~ Ry[0] = E[Y(K] - Y[k]] = E[Y*[k]
gilt, d.h., dass Ry [0] die mittlere Leistung von Y[.] ist. Wir sehen auch aus (6.15), dass

Ry[0] = % /; Y Sy ()0

ist. Es folgt dann, dass

2x o 12 X
EYH = o [ |HE@®] - sxe@®an (6:20)
gilt.
Wollen wir die mittlere Leistung von X[.] in einem gewissen normierten Frequenzband messen,
dann werden wir X|.] als Eingangssignal eines LDS mit H(e/®®) = 1 (resp. 0) fiir } innerhalb
(resp. nicht innerhalb) dieses Frequenzbandes einspeisen und die mittlere Leistung des Aus-

gangssignals Y[ .] messen. Aus (6.19) sehen wir, dass diese mittlere Leistung dem Integral von
%S 'x (67?) iiber diesem Frequenzband entspricht. Wir haben damit folgenden Satz bewiesen.

Wiener—Khintchine-Satz:

Die Leistungsdichte eines schwach stationdren Prozesses X[.] wird durch die Funk-
tion L-Sx(e??) im Definitionsbereich 0 < Q < 27 beschrieben. Sx(.) ist dabei die
z-Transformierte der Autokorrelationssequenz Rx|.].

Dieser Satz liefert uns die Interpretation von Sx(.).
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7 FILTERUNG STOCHASTISCHER SIGNALE

7.1 FIR-Filter und die Wiener-Hopf-Gleichung

Mathematisches Modell:

XL

Y — ) 2l] = X[. - 4

wobei
(1) X[.] und Y[.] gemeinsam schwach-stationére Prozesse sind,
(2) X[.] das Signal ist, welches wir schitzen wollen,
(3) Y] der Prozess ist, den wir beobachten,
(4) das LDS mit Gewichtssequenz h[.] unser wihlbares Sch:iitzungsﬁlter ist und
(5) d die Verzégerung ist, die fiir unsere Schitzung erlaubt ist.

Sei d = 0, dann spricht man von einem Filterungsproblem. Fiir d > 0 nennt man das
Problem ein Gléttungsproblem ({“smoothing problem”) und fiir d < 0 hat man es mit einem
Vorhersageproblem {“prediction problem”) zu tun. Fiir alle k gilt: Z[k] = X[k — d], wobei
' Z[.] der Prozess am Ausgang unseres Filters ist. Unser Ziel ist es, dass X[k} = Z[k+d] die linea-
re MMSE-Schitzung von X[k] fiir alle k ist. Im Allgemeinen lassen wir jedoch nicht beliebige
Gewichtssequenzen h[.] zu, das heisst, wir schriinken die Menge der erlaubten Sequenzen ein.

Ein LDS mit Gewichtssequenz h[.| heisst kausal, falls k] = 0 fiir alle k < 0 gilt. Wollen wir
unser Filter in Echizeit beniitzen, dann miissen wir eines mit einer kausalen Gewichtssequenz
wilhlen. Ein kausales Filter mit A{M] # 0 und hlk] = O fiir alle £ > M, heisst FIR-Filter M-ter
Ordnung (FIR = “finite impulse response”. Diese Terminologie ist zwar allgemein gebrauchlich,
gibt aber immer wieder zu Missverstdndnissen Anlass.) M ist die Linge des Gedichtnisses
des FIR-Filters. Ist unser Schatzungsfilter ein FIR-Filter M-ter Ordnung, dann gilt:

Zkl = X[k -d] = i hli} - Y[k - 4] fiur alle k. (7.1)

i=0

Aus (7.1) folgt, dass ein FIR-Schitzungsfilter wie folgt realisiert werden kann:
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Y(]

wobei die Kiistchen mit z—! eine Verzégerung des Signals um eine Zeiteinheit modellieren. (Eine
Verzégerungseinheit wird mit z~! bezeichnet, weil z[.] = y[. — 1] durch z-Transformation in die
Gleichung X (z) = z~! . Y(z) iibergeht.)

Bemerkung: Sei mx # 0 oder/und my 7 0, dann wissen wir, dass es von Vorteil ist, die
Beobachtung Y'[.] durch Y[.] = Y[.| - my zu ersetzen, dann X'[.] = X{] — mx zu schitzen,
um schliesslich X{.] = X’[.] + mx als Resultat zu erhalten. Der Einfachheit halber werden
wir diese Verbesserung nicht explizit betrachten, sie sollte aber bei der Anwendung nicht
vergessen werden!

FIR-Filter sind wahrscheinlich die fiir die Anwendung wichtigsten zeitinvarianten Schitzungs-
filter. Zudem ist es sehr einfach, das optimale FIR-Schiatzungsfilter zu finden. Aus (7.1) folgt
sofort, dass die Schitzung X[.] von X[] eine Linearkombination von Y[k, Y[k—1],...,Y [k~ M]
ist. Das Orthogonalitatsprinzip sagt aus, dass die lineare Schiatzung in diesem Fall genau dann
optimal ist, falls der Fehler X[k — d] — X[k — d] orthogonal zu jedem Datum Y[k — i] ist, das
heisst, genau dann, falls:

E[Y[k—i]-(X[k—d]—ff[k-—d])]=o firi=0,1,..., M
gilt. Diese Gleichung lasst sich folgendennassen umschreiben:
E[Ylk-i}- X[k ~d]| = Ryx[i—d] firi=0,1,...,M (7.2)

Mit Hilfe von (7.1) sehen wir ferner, dass gilt:

M
ElYlk—il-Xlk—d] = E|Ylk-i]3 hli]- Y[k~ j]
=0
M
= 3 hlj]-Ryli- ).

i=0

Wir haben somit folgendes bewiesen:
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Das FIR-Filter h[.] mit Gedichtnislinge M (oder weniger) liefert zum Zeitpunkt & ge-
nau dann die lineare MMSE-Schitzung X[k — d] von X[k — d] firr die Beobachtung
Y[k, Y[k -1],..., Y[k — M|, {alls k[.] die Gleichung

M
. ZRY[‘_J]hblz-RYX[t_d] fﬁ.l“l'=0,1,...,M (73)
j=0

befriedigt.

Die Gleichung (7.3) ist die Wiener-Hopf-Gleichung fiir das FIR-Schiitzungsproblem. Sie
lésst sich in Matrixform folgendermassen ausdriicken:

Ry{0]  Ry[-1] Ry [-M] h[0] Ry x[—d]
Ry (1] Ry[0] ... Ry[l-M] hi1] Ry x[1 - 4]

: : : ) : =1 (7.4)
Ry[M] Ry[M-1] ... Ry[g] hiM] Ryx|M —d|

Da Ry[i] = Ry[—i] gilt, ist die Matrix in (7.4) symmetrisch.

Aus dem Orthogonalitatsprinzip folgt, dass der minimale MSE wie folgt berechnet werden kann:

MSE = E|[(X[k-d - X[k—d]) X[k~ d]

= Rx[0|- E[X[k—d}- X[k - d)]
= RxI[0]- E[ZIK - X[k - ]

M
= Rx[0]-E Zh[i]-Y[k—i]-X{k—dl]

i=0

M
= Rx[0] - Zh[f] Ry x[i —d],

i=0
wobei wir auch {7.1) beniitzt haben. Ebenfalls vom Orthogonalititsprinzip wissen wir, dass
MSE = E[Xk—d]| - E[X*k-d]|

= Rx[0] - E [2%[k])

= Rx{0]- %sz'|H (eJﬂ),2 - Sy (e-"ﬂ) a0

gilt, wobei wir (6.20) beniitzt haben.
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Sei das FIR-Filter A[.] mit der Gedichtnislinge M (oder weniger) dasjenige Filter, wel-
ches zum Zeitpunkt k die lineare MMSE-Schiitzung von X[k — d] fiir die Beobachtung
Y[k, Y[k - 1],...,Y{k — M] liefert. Dann gilt sowohl .

MSE = Rx|[0] — i hli] - Ryx[i —d] (7.5)
i=0
als auch | gon . -
Mm=mm-§ﬁ |5 ()] - sv () dan (7.6)

Beispiel 1: Sei
Y[k] = X[x] + V[k],

wobei X[.] und V|[.] unabhéngige Prozesse sind. V|[.] sei ein weisses Rauschen mit Ry[.] = L-6{]

u.ndX[]se:ss mit mmx = 0 und Rx[k] = ( )l lﬁJrall k. Wir méchten das FIR-Filter A[.] mit

= 2 (oder weniger) finden, das zum Zeitpunkt k die lineare MMSE-Schitzung von X[k — 1]
hefert (das heisst d = 1, also eine um eine Zeiteinheit verzogerte Scha.tztmg) Man kann zeigen
(vgl. Ubungsaufgabe), dass fiir alle & gilt:

" Rylkl = Rx[k]+ Rvlk]

- ()" ezom

Ferner sehen wir, dass
1y K
Ryx|k] = Rx[k] = (5)
fiir alle k gilt. Die Wiener-Hopf-Gleichung (7.4) liefert:

[L+1 1 % h[O]] {
i L 1 3 - h[l] =

Bl = kSl

Ly | ap ]

Wir nehmen nun an, dass L = 1 ist (das heisst E [V2[k]] = L = 1). Die Losung der Wiener-
Hopf-Gleichung liefert dann: _

ul-—+ [ ¥

]3|

7 1
| | Mo =3, A=z, Ai2l=g.
Der resuitierende MMSE lasst sich aus (7.5) als

2
MSE = Rx[ﬂ]—Zh[i]-Ryx[i—I]

1 7
1-gRyx([- 1] - RYX[O] - "valll
1 7

%
=1-3371%" 1_5'5 ~ 16

bestimmen.
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7.2 Das nichtkausale Wiener-Filter

Jetzt betrachten wir den Fall, wo es keine Beschréinkung der A . ] gibt, d.h. A[.] darf nicht-
kausal sein. Dieser Fall ist im Prinzip besonders einfach. Vom Orthogonalitétsprinzip wissen
wir, dass die lineare Schitzung X [k — d] genau dann optimal ist, wenn der Fehler orthogonal zu
Y[k — 1] ist, fiir jedes i mit —oo < i < 0o, d.h.
E[ylk—i(X[k—d - X[k-d)| =0 fir ~o<i<oo.

Wir schreiben diese Gleichung als

E[Y[k-iXlk—d]| = Ryxli-d]  fir —o<i<oo (7.7)
um und erkennen dadurch die Ahnlichkeit zu (7.2).

Es gilt ferner

“-00
E[Yk-iXk-d| = E|Y[k—i] 3 hlj]-Y[k-j]

j=—o00
- ,i"“‘ Ryli-il.
Damit folgt, dass (7.7) als
f hlj] - Ryli — j] = By x[i—d]. fir ~c0<i<oo : (7.8)
oder noch durchsic};i_g:r als
h[.]*Ry[.];R”[. —d] (7.87)

geschrieben werden kann. Die Gleichung (7.8) [oder &quivalent (7.8’}] heisst die nicht-kausale
Wiener-Hopf-Gleichung.

Wenden wir nun die z-Transformation auf (7.8’) an, so bekommen wir:

H() - Sy(s) =2~ Syx(a) .

Wir fassen zusammen;

Das LDS mit der Ubertragungsfunkion

H(Z) — z--dSYX(‘z) (7_9)

ist das nicht-kausale Wiener-Filter, das zum Zeitpunkt k die lineare MMSE-Schitzung von
Xk — d] fir die Beobachtung Y[k — i], —o0 < i < oo, liefert.
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Das folgende Resultat wird bei den Anwendungen niitzlich sein.

F(z)=-

Sei & eine komplexe Zahl mit 0 < |a| < 1 und sei fk] = al*! fiir —o0 < k < 00, dann gilt
fiir die z-Transformierte von f[.] :

(! — o)z

. 7.10
2Z2—(al+a)z+1 (7.10)

Beweis:

F(z)

I

1+

+oo :

S slE-27F
k=—00

+o0

E alkl. z—F

k==—co

+eco — o0
1+Za"-z"‘+ Z a~k. =k
k=1 k=-1
+o0 +oo )
14+ E(m:"l)’= + Y (az)}
k=1 i=1 -
az” oz

l—az"!  1-0az
a z

1+ -
Z—a IO

1

Nach ein bisschen mehr Algebra kommt man schliesslich auf (7.10).

Beispiel 2: Fiir dieselbe Anordnung wie in Beispiel 1 erhalten wir

Syx(z) =

Sx(z)
(2-1)z
22— (2+3)z+1
N L2
22— 3z+1

wobei wir (7.10) mit @ = § beniitzt haben. Ferner haben wir

Sy (z)

Sx(z} + Sv(z)
Sx(z})+1
22 —4z41

Es folgt nun aus (7.9) mit d = 1, dass

H(Z) = z-l(#—%z)

22 —4z241
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die Ubertragungsfunktion des nicht-kausalen Wiener-Filters ist. Zunichst stellen wir fest, dass
a+a~! =4 mit ja] <1 den Werten o =2 -3, a~' =2+ 3 und o~! — a = 2v/3 entspricht.

Weil

v -1 [ Y3 (—2v3z)
Hz) =z (T)m

ist, sehen wir nun aus (7.10), dass

hik] = %—5(2 — V3)lk-1l -0 <k<oo
gilt. Es ist interessant, die Werte h[0] = .116, hfl] = .432, h[2] = .116 des nicht-kausalen
Wiener-Filters mit den entsprechenden Werten § = .125, & = 438, } = .125 des FIR-Filters
aus Beispiel 1 zu vergleichen. Die anderen Werte im nicht-kausalen Wiener-Filter fallen sehr
schnell ab. In diesem Fall ist das einfache FIR-Filter fast so gut wie das hochkomplizierte (nicht
machbare) nicht-kausale Wiener-Filter.

O

7.3 Das kausale Wiener-Filter

Als unser letztes Problem der Wiener-Filterung betrachten wir.den Fall, wo wir A[ . | nur insoweit
beschrinken, als dass das Filter kausal sein soll, d.h. wir werden das kausale Wiener-Filter
finden. Dasselbe Vorgehen, welches uns die Gleichungen (7.2) und (7.7) lieferte, gibt uns jetzt
die kausale Wiener-Hopf-Gleichung

.fhu]ﬂy[i-j]=ﬂyx[i—d] fiir 0 <i<oo. (7.11)
art |

Diese Gleichung ist viel leichter aufzuschreiben als zu 16sen! Der Mathematiker Norbert Wiener
ein Verfahren entwickelte, (7.11) zu l6sen, jedoch war dieses sehr schwierig zu verstehen und zu
beniitzen. Den beiden Ingenieuren Heinrich Bode und Claude Shannon gelang es jedoch, einen
Trick zu finden, der dieses Verfahren im Verstindnis und in der Anwendung unheimlich viel
einfacher macht.

Zu einer beliebigen Gewichtssequenz h| . ] definieren wir den kausalen Teil hgr|. ] wie folgt:

hik] fir k>0
th[klz{o[] fir k<0.

Bode-Shannon-Trick (erste Hilfte): Sei der beobachtete Prozess Y| . | weisses Rau-
schen, dann ist das kausale Wiener-Filter genau der kausale Teil hx | . | des njcht-kausalen
Wiener-Filters A . ]. '

Beweis: Sei Y[ .| weisses Rauschen, dann gilt:
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E(Y[HY[} = Ryli-1
Lé[j—1i] = 0 firi#7,

d.h. Yli] und Y[j] sind orthogonal, wenn i # j ist. Insbesondere ist jede Zufallsgrésse unter
Y[k, Y[k—1],Y[k—2],... orthogonal zu jeder Zufallsgrisse unter Y{k+1], Y[k +2], Y{k+3],... .
Aber fiir das nicht-kausale Wiener-Filter gilt:

Xk-d=2Zk = Jf hli] - Y[k - i)
:‘-’;"" +o0
= Y hgrli]-Y[k—i+>_ hi-g] - Y[k +3].
i=0 j=1

Es folgt dann direkt aus der Trennungseigenschaft der linearen MMSE-Schitzung, dass

+0o +oo
Y hkr(i]-Yk—i= Y herli]-Y[k—1i
i=0 P :

die lineare MMSE-Schitzung von X[k — d] fiir die Beobachtung Y{k], Y[k - 1],Y[k —2],... ist.
o .

Leider handelt es sich beim beobachteten Prozess Y[ . | normalerweise nicht um weisses Rau- -
schen. Die kreative Idee von Bode und Shannon war, Y1 . | zu weissem Rauschen umzuformen.. .
Das Filter g| . ] heisst ein “Whitening-Filter” fiir den s.8. Prozess Y. ], wenn

(1) g[ . ] kausal ist, .
(2) das inverse Filter mit der Ubertragungsfunktion 1/G(z) auch kausal ist und
(3) Sy(2) - G(2)-G(z"1) =1 : (7.12)

gilt. Aus (6.18) und (7.12) sehen wir, dass das Ausgangssignal des Whitening-Filters weisses
Rauschen ist, falls Y[ .] das Eingangssignal ist.

Die folgende Tatsache (fiir den Beweis vgl.- Ubungsaufgabe) wird uns helfen, ein Whitening-
Filter zu finden:

Eine rationale z-Transformierte entspricht genau dann einem kausalen Filier g . ], wenn
alle Pole von G(z) im Inneren des Einheitskreises der komplexen Ebene liegen und
auch lim;_,., G(2} existiert. Deswegen sind sowohl G(z) als auch 1/G(2) genau dann
Ubertragungsfunktionen von kausalen Filtern, wenn alle Pole und alle Nullstellen von G(z)
im Inneren des Einheitskreises liegen und wenn ferner lim,_,o, G(z) existiert und nicht 0
ist. '

Beispiel 3: Sy (z) aus Beispiel 2 lasst sich wie folgt zerlegen:

24241 _ (:-(2-VI)(z-(2+V3)

i e P e P )
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Weil 2 ~ +/3 und % im Inneren des Einheitskreises liegen, folgt, dass die Ubertragungsfunktion
des Whitening-Filter fiir Y{.] gleich

~ i

G == 7%
ist. Da
lim 606 == = o +Vs
und

A Sr(a) =1

2

gelten, folgt aus (7.12), dass ¢ = T2 T3 ist.
Deshalb ist
2 z— -%
G(z) = .
2 VZI7v3 z-@2—3)
ein Whitening-Filter fiir Y| . |.
O
Bode-Shannon-Trick (zweite Hilfte): Sei g[.] ein Whiteﬁing-Filter fir den becbach-
teten Prozess Y| . ], sei [ . ] das nicht-kausale Wiener-Filter fir das resultierende weisse
Rauschen W[ .| = Y[.)+g].] und sei hgrp[ . ] der kausale Teil von A[ . ], dann ist
hxl-] =9 -]#*hxr| . ) das kausale Wiener-Filter f'ur den beobachteten Prozess Y| . ].
Insbesondere gilt fitr dieses nicht-kausale Filter:
H(z)=2z"%.G(z™)) - Syx(z) . (7.13)
In Bildern:
r- - — - - — — — — = — n
| !
| LDS wl(.] LDS | VAR
Yl | gl.] hrr(-] | .
| T
Lo o WS

Beweis: Zuerst beweisen wir, dass das kausale lineare MMSE Filter, das auf W[ | operiert,
genau so gut ist wie das kausale lineare MMSE-Filter, das auf Y[ . ] operiert. Dies folgt direkt
aus der Tatsache, dass das Whitening-Filter g[ . ] ein kausales inverses Filter hat. Operieren wir
zuerst auf W] . | mit diesem inversen Filter, dann bekommen wir wieder Y . ], sodass wir dann
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mit dem kausalen Filter fiir Y[ . | operieren kénnen um dasselbe Ausgangssignal Z[.] = X[. —d]
zu erhalten. ’

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass (7.13) gilt. Wir sehen, dass

Rwxlbl = EWlil- X[i+K]
= B| S olil-YE-4 Xli+H
j=—oo |
+00
= 3 olil Byxlk+d
J-—’-o:'-"
= % ol Ayxlk i

fiir alle k gilt. Somit ist

BRwx[.]=g|-.]*Ryx[.]

und auch
Swx(2) =G(z™") - Syx(z) .

Weil wegen dem Whitening-Filter Sy (z) = 1 ist, folgt nun aus (7.9), dass das nicht-kausale
Wiener-Filter fiir den beobachteten Prozess W|. ] genau

H(z) =27%.G(z71) - Syx{2)
ist. m]

Beispiel 4: Wir wollen das kausale Wiener-Filter hy| . ] fiir den beobachteten Prozess Y[.]
aus Beispiel 1 finden. Aus Beispiel 2 und 3 wissen wir, dass '

3_ = __3_ =z
2z2-32+1 2(z—3)(2-2)

_ ({2  z-3
CE=\erva =)
-1y _ 2+ /3 z—2
G 1)_\’ 2 z-(2+v3)

ist. Aus (7.13) folgt nun, dass das nicht-kausale Wiener-Filter fiir das becbachtete weisse Rau-

schen W{ .|
_ {3 }2+\/§) z :
) = ( 2 2 (z-3)(z—(2+V3))

83

Syx(z)=-

und

sind. Wir finden, dass




ist. Es ist im Prinzip einfach (in der Ausfiihrung jedoch etwas miihsam), den kausalen Teil
hyer[ . ] der entsprechenden Sequenz A . ] zu finden. Das gewiinschte Filter Ak . ] kann danach
als

hxl.1=9[.]*hxr].]
oder als
Hy(2) = G(2) - Hxr(z)

berechnet werden. Wir ersparen dem Leser die entsprechenden, langweiligen Details.
' O

7.4 Zeitvariante Filterung: Das Kalman-Filter

Wir modifizieren nun das Filterproblem wesentlich. Bisher standen uns zum Zeitpunkt k prin-
zipiell alle Beobachtungen Y [k — i} fiir i = 0,1, 2,... zur Verfiigung, und zwar auch dann, wenn
wir auf einem kausalen Filter bestanden. Wir haben also bisher angenommen, dass die ganze
Vergangenheit zugreifbar ist. Jetzt fordern wir, zusatzlich zur kausalen Beschrinkung, dass die
Becbachtungen zu einem gewissen Zeitpunkt (k = 0) begonnen haben, d.h.

zum Zeitpunkt k stehen nur die Becbachtungen
Y[0],Y[1),...,Y[k] zur Verfiigung.

Diese neue Annahme bedeutet, dass die Menge der Daten, die wir ausniitzen kénnen, um X [k] zu
schiitzen, mit k wichst. Das entsprechende optimale Filter wird dann nicht mehr zeitinvariant
sein. Um ein solches Filter praktisch anwenden zu koinnen, muss es rekursiv sein, d.h.

wir wollen die optimale Schitzung von X[k — 1] mit
Hilfe der Beobachtung Y[k] zur optimalen Schitzung
von X (k] erweitern.

Weil unser Filterproblem nun im Grunde genommen zeitvariant ist, bringt unsere frithere An-

nahme, dass X[.] und Y| .} gemeinsam s.s. sind, keine wesentliche Vereinfachung. Deswegen
verzichten wir auf diese Annahme, d.h. i

weder X|.] noch Y. ] miissen schwach-stationire
Prozesse sein.

Wir fithren jetzt einige Notationen ein, die uns helfen werden, unsere Herleitung des optimalen
" Filters anschaulicher zu machen. Sei Z[k] der Wert eines beliebigen stochastischen Prozesses Z[.]
zum Zeitpunkt k , dann schreiben wir Z[k|k — 1] (resp. Z[k|k]) fiir die lineare MMSE-Schatzung
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von Z[k] fiir die Beobachtungen Y[0], Y[1],..., Y[k — 1] (resp. Y[0],Y[1],...,Y[k]). Der Trick
beim Kalman-Filter liegt nun darin, statt direkt mit ¥[k], mit

Ykl =Ykl -Y[klk—1],  firk>1 (7-14)
zu arbeiten. Wir definieren

Yo} = Y[0], (7.15)

sodass Y fiir alle k > 0 definiert ist. Die Zufallsgrisse Y[k] heisst die Innovation von Y7 . ]
zum Zeitpunkt k, d.h. es ist der Teil van ¥7.], der nicht linear schitzbar ist.

Zuniichst stellen wir fest, dass Y[0],..., Y[k — 1], Y[k] und Y[0],..., Y[k —1], Y[k] &quivalente
Daten fiir die lineare Schitzung sind, d.h., dass

S(Y[o),..., Yk —1],Y[k]) = S(X[0],..., Y[k - 1], Y[k]) (7.16)

gilt. Dies ist eine Folge der Tatsache, = dass ‘f’[k] eine Linearkombination von
Y[0},...,Y [k — 1], Y[k] ist, und dass auch ¥[k] = Y[k] + Y[k|k — 1] eine Linearkombination von
Y[0],...,Y{k — 1], Y[k] ist. Wir sehen aus (7.14), dass ¥'[k] der Fehler bei der linearen MMSE-
Schitzung von Y'[k] fiir die Beobachtung Y'[0],...,Y [k — 1} ist. Es folgt dann direkt aus dem
Orthogonalitéitsprinzip, dass ¥[k] orthogonal zu Y[i] fir i = 0,1,...,k — 1 ist, d.h.

E{¥[KY]i)] =0, firi=0,1,...,k—1. | (7.17)

Aus der Trennungseigenschaft der linearen MMSE-Schiitzung und mit Hilfe von (7.16) kénnen
wir jetzt schliessen, dass )

Zk|k] = Z[kik — 1] + £ (z[ku?[k]) (7.18)

gilt, wobei £(Z[k]|Y [k]) die lineare MMSE-Schitzung von Z[k] fiir die Beobachtung ¥ [k] bezeich-
net. Gleichung (7.18) ist der Schliissel fiir die rekursive Losung des zeitvarianten Filterproblems.

Das spezifische Problem, das wir anpacken wollen, lasst sich in einem Blockdiagramm fiir den
Zeitpunkt k wie folgt darstellen:
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X[k +1] X[k]
ol —{ok—H T ) 1 L) —= 5 — Y
\ AN &/
o @

Wik]

wobei

(i) U[.] und W][.] unabhangige weisse Rauschprozesse mit

Ryl.]=Rw([.]=4[.]

sind. X[0] ist unabhangig von U[k] und auch von W[k} fiir alle k¥ > 0, und E[X2[0]} ist
bekannt,

(i) a[k),blk],clk] und d[k] sind bekannt fiir alle & > 0.

Wir wollen X[k}k] finden, d.h. wir wollen die lineare MMSE-Schiitzung von X[k] fiir die Beob-
achtungen Y'[0],Y(1)],...,Y{k] finden. Wir sehen, dass X [k] der Zustand eines linearen Systems
mit dem Eingangssignal U[.] ist. Das Signal d[. ]W].] gilt als Beobachtungsrauschen.
Diesem Blockdiagramm entsprechen folgende Gleichungen:

Y[k| = ck]X[K] + dKIW[k],  fark >0 (7.19)

und

X[kl =alk - 1X[k—1)+bk—1UKk-1], firk>1. (7.20)

Wir sehen aus (7.19) und (7.20), dass Y[i] eine Linearkombination von X[0], W(0], W[i], ...,
Wli), U[0], U11), ..., Uli —1] ist. Alle diese Linearkombinationen von Zufallsgrossen sind wegen
der Annahme (i) orthogonal zu W k] fiir & > i (resp. zu U[k] fiir £ > i). Deswegen sind sowohl
W k] als auch Uk — 1] orthogonal zu Y'[0], Y[1],...,Y[k~1]. Dank dem Orthogonalitétsprinzip

sehen wir nun, dass sowohl
Wlklk—1] =0, fir k>0 , (7.21)
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als auch -

Uk -1k-1] =0, firk>1 . (7.22)
gelten.

Um weiter zu kommen, eignen wir uns die folgende Strategie an. Wir nehmen an, dass wir -
X[k — 1}k — 1] schon wissen und dass wir versuchen {mit Hilfe von Y[k]}, X[k|k] zu finden.

Aus der Linearititseigenschaft der linearen MMSE-Schitzung und aus (7.20) folgt, dass
Xlklk—1) = alk — 1)X[k — 1)k — 1] + bk — )T [k — 1]k — 1]

fiir k > 1 gilt. Ferner haben wir dann mit (7.22)

Xklk - 1] = alk — 1) X[k - 1]k — 1], fiir & > 1 (KF-1}

und wir stellen fest, dass X [k|k — 1] die Einschrittvorhersage von X[k] ist. In dhnlicher Weise
liefert (7.19) die Beziehung

Yiklk — 1) = c[k] X [klk — 1] + d[k]W1klk - 1),

was mit Hilfe von (7.21) zu

YIklk — 1) = e[k] X [k|k - 1, fir k>1 (KF-2)

reduziert werden kann. Die Definition (7.14) gibt uns

YK = Y[k - Y[kt - 1], fir k> 1. (KF-3)

Jetzt miissen wir £(X[k]|Y[k]) (d.h. die lineare MMSE-Schiitzung von X[k]) betrachten. Wir
wissen, dass diese Schitzung die Form

E(X[K]|Y[K]) = KIK|Y K], fiir k > 0 (KF-4)

haben muss, wobei K[k| irgendeine reelle Zahl ist, die wir aus der Orthogonalitétsgleichung
finden konnen. K[k| heisst der “Kalman-Gain” des Kalman-Filters. Wir schieben die Berech-
nung von K[k] auf einen spéteren Zeitpunkt hinaus, und nehmen an, dass wir K[k] irgendwie
gefunden haben. Dann kénnen wir die Schliisselbeziehung (7.18) (die der Trennungseigenschaft

entspricht) ausniitzen, um '
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X[klk] = X[klk - 1) + E(X[K||P[K]) , fiir k> 1 (KF-5)

zu schreiben. Die Gleichungen (KF-1) bis (KF-5) bilden den sogenannten Kalman-Filter-
Algorithmus, der uns erlaubt, X[k|k] aus X[k — 1|k — 1] zu bestimmen. Dieser Algorithmus
kann durch das folgende Blockdiagramm dargestellt werden:

Y[K] ‘Jr@ Y[¥) @ E(X[K]IYK]) +® XIk|K]
- +
Y[k|E ~1] | 21
X[k -1k —1]
@ X[klk —1) @

Es muss nun noch der Anfangswert )-{_ [—1]—1] der Rekursion spezifiziert werden. Da ¥ [0] = Y[0]
gilt, folgt sofort, dass X[0|0] = K[0]¥'[0]. Offensichtlich ist

X[-1/—1]=0 (7.23)

der gesuchte Anfangswert, was bedeutet, dass der Anfangszustand der Verzégerungselemente in
unserem Blockdiagrarnm gleich Null ist.

Mit diesem Anfangswert gilt (KF-1) bis (KF-5) sowoh! fiir k=0, als auch fiir k > 1.

Es bleibt nun noch das Problem der rekursiven Bestimmung des Kalman-Gains zu untersuchen.
Zuerst definieren wir den mittleren quadratischen Einschrittvorhersagefehler als

- 2
vkl = E [(X[k] - X[klk - 1])-] , fir k >0 (7.24)
und den mittleren quadratischen Schitzungsfehler als

sk = E [(X[k] — X[K/K]) 2] . firk>0. (7.25)
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Dabei ist s[k] diejenige Grdsse, welche wir minimieren wollen. Wir werden im folgenden zeigen,
dass die Kenntnis von v{k] ausreicht, um K/[k|, s{k] und v[k + 1] berechnen zu konnen. Diese
Tetsache ist nicht ohne weiteres ersichtlich.
Vom Orthogonalititsprinzip wissen wir, dass K{k] die Ldsung der Gleichung
E[V2(k]] Klk| = E [ X[K]7[4]] (7.26)
ist. Betrachten wir vorerst die rechte Seite von (7.26). Wegen (KF-2) und (7.18) gilt:
V1K = clk} (X[K] — X [klk — 1]) + d[K]W[K]. (7.27)

Durch Einsetzen in (7.26) erhalten wir

E(XWYK] = kg [XIK] (X[ - Rlklk - 1])] + dIkIE [X[IWK]
= clk|E [X[k] (X[k] — X[k|k— 1])] , (7.28)

da X[k] und W{k] orthogonal sind. Aus dem Orthogonalitétsprinzip folgt nun, dass
E[X[k] (X[k] - X{klk — 1])] = vlk], fiir k> 0 (7.29)

gilt, da dieser Erwartungswert gleich dem MSE fiir die Einschrittvorhersage‘ von X[k] ist. Des-
halb reduziert sich (7.28) wie folgt:

E [X(kI7 1] = clilulk], fiir k > 0. (7.30)
Analog findet man mit (7.26), dass | |
E [1?’2[k]] = c2[kjulk] + d?{k], .ﬁir k>0 (7.31)

gilt. Durch Einsetzen von (7.30) und (7.31) in (7.26) erhalten wir

clk] - vik] fiir k > 0. (KG-1)

KWK = i om + 2

Direkt aus dem Orthogonalitétsprinzip folgt:
slk] = B [x{k] (X[k] - X(klA])] ,
woraus sich mit (KF-4) und (KF-5) ergibt:

skl = B [X[K] (XK - X[klk—1] - K[fc]}"’[k])‘]
- E [X[k] (Xk] — X[klk - 1])| - K[kIE [X[k]?[k]] .

Diese Gleichung lisst sich mit Hilfe von (7.29) und (7.30) umformen:
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slk] = (1 — K[k)cl&]) v[k), fiir k > 0. (KG-2)

Mit (7.20) und (KF-]) folgt nun weiter, dass
X[k — X[klk — 1] = alk — 1] (X[k - 1] = Xl — 1}k = 1]) + bl — 1JU[k - 1]
gilt. Da Uk - 1} orthogoﬁa.l zu X[k — 1] und X[k — 1|k — 1] ist, erh&lt man fiir v[k]:
k| = E [(X[k] _ X[kl - 1])2]
= %[k -~ 1]slk — 1] + bk — 1], fir k> 1.

ﬁqﬁvalent erhalten wir:

v[k + 1] = a?[k]s[k] + B2[K], fiir k > 0. | (KG-3)

Die Gleichungen (KG-1),(KG-2) und (KG-3) bilden den sogenannten Kalman-Gain-Algorith-
mus, der es uns erlaubt, v[k 4 1] aus v[k] zu bestimmen und daneben sowohl K[k] als auch s[k]
zu erhalten. Dieser Algorithmus kann durch folgendes Blockdiagramm dargestellt werden:

K[k 1 sl
- +
X b X x T v[k +1]
A ARC RO

()2 clk] ()2 (- z}

1+
x‘\ ()1 é\A x | y v[k]

o+ ' all bl

Es bleibt nun noch die Spezifikation des Anfangswerts dieser Rekursion. Da X (0] — 1) = 0 gilt,
erhalten wir fiir den Anfangswert:

v[0] = E [x[0]] (7.32)

Da sowoll die Eingangssequenzen af . |, 4] . ],c[.] und df.] als auch der Anfangszustand
v[0] = E [X?]0]] itn Voraus bekannt sind, kann der Kalman-Gain-Algorithmus “off-line” abgear-
beitet werden, um so die Kalman-Gain-Sequenz K[0], K[1], K{2],... zu finden. Selbstverstiind-
lich ist es auch méglich, diesen Algorithmus in Echtzeit parallel zum Kalman-Filter-Algorithmus
abzuarbeiten. '
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Beispiel:

I ELNELYE ) e

SR
(ir2)

\/ wik|

Der Einfachheit halber haben wir ein zeitinvariantes, lineares System mit
alk] = % Bk| = k] =dk| =1,  fuf alle k
gewahlt,

Wir nehmen an, dass E [X?[0]] = 4/3 spezifiziert wird. Dadurch erhalten wir mit (7.32)
4
als Anfangswert des Kalman-Gain-Algorithmus. Die Gleichungen (KG-1}, (KG-2) und (KG-3)
lassen sich wie folgt reduzieren: _
_ _vl&
Kkl = v[k] +1
sk] = (1- K[k])v[k] = K[k]

ok+1] = :113["] +1.

Unter Zuhilfenahme dieser Gleichungen liefert der Algorithmus die in der untenstehenden Tabelle
angegebenen Werte:

ulk] | K[k} [ slk]

473 | 4/7 | 4/7

8/7 | 8/15 | 8/15
17/15 | 17/32 | 17/32

Der Anfangswert des Kalman-Filters ist (wie immer)
X[-1]-1]=0.
Fiir unser Beispiel reduzieren sich die Gleichungen (KF-1} und (KF-5) wie folgt:

B = Ol X

X[klk-1] = %)‘f[k —1|k-1]
Yiklk—1 = Xlklk—1]
Yk] = Y[k - Y]klk-1] = Y[k] - X[klk -1
e (XKIYKK) = KKP[K
X[klE = X[klk-1]+e (X[FIV[E]).
Fiir fd.;e Eingangssequenz Y[0],Y[1],Y{2],... = 0.8,-1.2,0.1,... rechnet unser Kalman-Filter
wie folgt:
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k| X[k-1k-1] | X[klk -1 Y[k] Y[k] Klk] e(X[k}Y [k])
0 0.00 0.00 0.80 0.80 4f7 046
1 0.46 0.23 -1.20 -1.43|  8/15 . -0.76
2 -0.53 -0.27 0.10 0.37 17/32 0.20
3 -0.07

5 vom

Eingangs- Kalman-Gain-

signale Algorithmus

Fiir dieses zeitinvariante Beispiel ist es leicht, zu zeigen, dass

i vB5-T/ 1YV
kii.n;o K[k] - 2 (~ 5)’

das heisst, das Kalman-Filter konvergiert gegen das folgende zeitinvariante Filter:

y.]—% VB X x[.]

P Ej

- +

1/2

mit der Gewichtssequenz
0, k<D
=\ B (=), k20

Dieses “esymptotische” Kalmen-Filter muss gleich dem kausalen Wiener-Filter des entsprechen-
den zeitinvarianten Filterangsproblems sein. (vgl. Ubungssufgabe).

Was hier {iber das Kalman-Filter geschrieben wurde, lasst sich leicht fiir den Fall verallgemeinern,
wo die Zufallsgrossen X [k], U[k], W k] und Y[k} durch Zufallsvektoren X[k], U{k}, W[k] und Y k]
ersetzt werden. Viele praktische Probleme weisen diese Form auf, weshalb das Kalman-Filter
in der Praxis weit verbreitet ist. Der Leser, welcher die dern Kalman-Filter zugrunde liegenden
Prinzipien gut verstanden hat, sollte in der Lage sein, die Erweiterung auf den vektoriellen Fall
selbstindig durchzufiihren. Ansonsten wird dieses Problem in nahezu jedem Buch iiber stocha-
stische Filter behandelt. (Leider sind in den meisten Lehrbiichern die Grundlagen entweder
nicht erwéhnt oder aber sehr gut versteckt!).
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7.5 Maximum-Likelihood-Filterung (Viterbi-Algorithmus)

Mathematisches Modell:

Z1]
FIR F
X1 +
ULl —— | Filter : o I > Y[

waobei
(1) Ul[.] ein bindrer Prozess mit U[k] € {—1,+1} fiir alle k ist,
(2) das FIR-Filter ein Gedschtnis M hat, d.h. H(z) = h[0] + A[l]z~! +... + h[M]z~¥,

(3) Z[] weisses Gausssches Rauschen mit Varianz o ist, das unabhéngig von U[.] (und deshalb
auch unabhingig von X[.}) ist, und

(4) Y] der Prozess ist, den wir beobachten.
Wir wollen den Maximum-Likelihhood- (ML-) Entschéid fiir die Sequenz
U =(U[o],U[1},..., UL —1]) _ (7.33)
treffen unter der Annahme, dass
Ul-1]=U[-2)=...=U[-M]=+1 - (7.34)

und
UL+ M-1=UL+M~-2=...=U[L]=+1 {7.35)

gilt.
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Aus folgendem Diagramm des FIR-Filters ersicht man,

- Al ren [ojykn [ alukM

dass der Zustand des Filters zum Zeitpunkt k durch

gegeben ist. Unsere Annahme (7.34) und (7.35) fiir die Sequenz U/[.] bedeutet, dass S[0} =
S{L+ M] = (+1,41,...,+1) gilt.

Bevor wir unser Problem enpacken, erwdhnen wir ein Prinzip, das sowchl hier als auch bei
anderen Anwendungen von Nutzen ist:

Invertierbarkeitsprinzip fiir die ML-Entscheidung (bzw. die ML-Schitzung):
Sei X = f(U), wobei f : U(Q) — X(9) eine invertierbare Funktion ist, und sei Y der
becbachtete Zufallsvektor. Dann ist r(.) mit X = r(¥) die ML-Entscheidungsregel (bzw.
die ML-Schitzungsregel) genau dann, wenn f~1(r(.)} mit I = f‘l(r(Y)) = f~1(X) die
ML-Entscheidung {bzw. die ML-Schitzung) fiir I/ ist.

Um dieses Prinzip zu beweisen, bemerken wir, dass X = z genau dann gilt, wenn U = f~1(z)
ist. Es folgt

Py x(Wlz) = Py (ulf~H2) ,
was direkt zum Invertierbarkeitsprinzip fithrt.

Wir machen den Leser daranf aufmerksam, dass das Invertierbarkeitsprinzip nicht fiir andere
Entscheidungsregeln (bzw. Schitzungsregeln), wie zum Beispiel die MMSE-Schétzungs-
repel, gilt. Weiter bemerken wir, dass die Frage, ob ein Problem ein ML-Entscheidungsproblem
oder ein ML-Schitzungsproblem ist, nur davon abhéngt, ob U ein diskreter oder ein kontinu-
ierlicher Zufallsvektor ist. Fiir unser Problem ist U ein diskreter Zufallsvektor, der 2 mogliche
Werte hat.

Definieren wir jetzt '
=(X[0,X{1,.... X[L+ M-1)) . (7.37)

Wir wissen vom FIR-Filter, dass

X[k] = R[O)U[K] + R[UTE — 1] + ... + A[M]U[k — M] (7.38)
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fiir alle k gilt. Mit der Annahme, dass A[0}, &[1], ..., R[M] nicht alle Nuli sind, folgt dann aus
(7.38) mit Hilfe von (7.34) und (7. 35), dass X = f(U) gilt, wobei f eine invertierbare Funktion
ist. Das heisst also: Aus X{0], X[1],...,X[L+ M — 1] kinnen wir mit (7.38) und mit Hilfe von
(7.34) und (7.35) wieder U[0}, U'[1],.. U [L — 1] finden. Deshalb reduziert sich unser Problem
auf das Finden der ML-Entscheidung X X fir X mit anschliessender Inversion U = f~1(X). Weil
es genan 2% mdgliche Werte fir U gibt, existieren auch genau 2¢ mogliche Werte fiir X.

Analog zu (7.37) definieren wir jetzt
= (¥Y[0,Y[1],...,Y[L+ M -1)) ' (7.39)

und ‘ _ .
Z=(2[0,Z[1],.... 2L+ M - 1)) , (7.40)

wobei wir bemerken, dass die Komponenten von Z i.i.d. Gausssche Zufallsgrossen mit Mittelwert
0 und Varianz o2 sind. Weiter gilt
Y=X+2Z, (7.41)

wobei X und Z unabhéngige Zufallsvektoren sind. Damit haben wir unser Problem auf das
bekannte Problem der ML-Entscheidung eines Signals X in additiven, weissem Gausschem Rau-
schen (AWGN: Additive White Gaussian Noise) Z zuriickgefiihrt. Die Losung (siche Ubungs-
aufgabe) lautet:

Wihle fir die gegebene Beobachtung Y = y als X dasjenige z in X(£)), welches die Eu-
klidsche Distanz zwischen z und y minimiert.

Unsere nichste Aufgabe ist es nun, alle 2% Sequenzen in X () in benutzerfreundlicher Art und
Weise zu beschreiben.

Zum besseren Verstandnis des Verfahrens arbeiten wir jetzt mit einem besonders einfachen FIR-
Filter. Es ist dann aber leicht, in den a]lgememen Fall iiberzugehen. Das FIR-Filter, das wir
betrachten werden, ist durch

Hz)=1-z"1= (z; 1 | (7.42)

gegeben und in folgender Zeichnung abgebildet:

a| Ukl

U k] ) z

X [k]

Der Zustand S[k] von (7.36) reduziert sich zu der einzigen Zufallsgrdsse
Skl = (Ulk-1]) . (7.43)
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Obwohl dieses Beispiel sehr einfach ist, hat es doch praktische Bedeutung. Die Ubertragungs-
funktion H(z) = -(-5—11 entspricht dem rauschfreien Teil eines Kanals, der in der Praxis sehr oft
vorkommt. Der Gnmd dafiir ist, dass H(z) = E——l)- eine Nullstelle fiir z = 1 aufweist, was der
Gleichspannungskomponente entspncht (Fiir Q=0 (Gleichspannung) gilt z = ¢® = 1.) Bai
der magnetischen Speicherung, wie auch bei einigen Anwendungen in der Telefonie, strebt man
danach, die {Tbertragungsfunktion H(z) = L;—l im Kana! zu realisieren, weil es schwierig oder
gar unméglich ist, Gleichspannung zu iibertragen. Aus (7.38) oder aus obigem Diagramm sieht

man, dass
X[k =Ulk] - Ulk - 1] (7.44)

ist. Man spricht auch von Intersymbolmterferenz (ISI) im Kanal, weil jedes empfangene

Symbol
Y[k] = X[k| + Zk] = Uk} - Ulk - 1] + Z[K]

von zwei Datensymbolen abhéngt.

Dank der Tatsache, dass U[k] € {—1,+1} gilt, kann der Zustand des FIR-Filters in unserem
Beispiel nur zwei mégliche Werte annehmen, nimlich (—1) oder (+1). Solch eine endliche
Zustandsmaschine lisst sich leicht durch ein Zustandsiibergangsdiagramm darstellen, das
fiir unser Beispiel wie folgt aussieht:

-1/0

6
+1/+2 “ \1/2
w

+1/0

Im Zustandsiibergangsdiagramm entsprechen die Knoten den moglichen Zustédnden. Die {ber-
ginge sind mit u/z beschriftet, wobei u das Emgangssymbol ist, das den entsprechenden Uber-
gang verursacht, und z das entsprechende Ausgangssymbol ist. Fiir den Ubergang vom Zustand
s zum Zustand s’ bedeutet zum Beispiel 5[k] = s und U[k] = u, dass X[k] = z und Slk+1] =5’
ist. . :

Nehmen wir nun an, die Lange L unserer Datensequenz U von (7.33) sei L = 3. Dann sind
U6}, U[1) und U[2] frei wihlbar, aber U[-1] = +1 und U{3} = +1 sind durch (7.34) und (7.35)
bestimmt, was S[0] = (+1) und S[4] = (+1) entspricht. Wir kinnen das obige Zustandsdia-
gramm beniitzen, um die méglichen Zeitverlfiufe unserer endlichen Zustandsmaschine wie
folgt darzustellen:

96



\‘—’J

1) F—o— (1) b0 1)
| 1 A\ N N\
“ +2 +2 +2
+1
-2 -2 2
@) —0— 1) éu—r (+1) 40 1) —o— ¢

SO X[0] S  X[i] §12] x2] SPB1 X3 5[4)

Die Zweige im Diagramm sind mit den Werten des entsprechenden Ausgangssymbols beschriftet.
Die Symbole auf einem Pfad von Anfang bis zum Ende des Diagramms stellen eine mogliche
Ausgengssequenz X = (X[0], X[1], X[2], X{3]) dar. Weiter stellen die Knoten entlang des Pfades
die entsprechende Zustandssequenz (S[0] = +1,S[1],S[2, S[3],5[4] = +1) dar. Wir haben
das Diagramm so gestaltet, dass der obere (bzw. der untere) der beiden Zweige, die einen
Zustand verlassen, einem Datensymbol U[k] mit dem Wert —1 (bzw. +1) entspricht. Gibt es
nur einen Zweig, der einen Zustand verlisst, dann entspricht dieser nach (7.35) immer einem
Datensymbol mit dem Wert +1. Deshalb brauchen wir die Datensymbole in unserem Diagramm
nicht explizit einzutragen. Ein solches Disgramm heisst “Irellis” (deutsch: “Spalier”), weil es
einem Spalier in einem Rosengarten dhnlich sieht. Der Trellis liefert uns die gewiinschte
benutzerfreundliche Darstellung aller 2% méglichen Datensequenzen in X(9).

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, fiir eine gegebene Empfangssequenz y denjenigen Pfad
z im Trellis zu finden, der die minimale Euklidsche Distanz zu y aufweist. Dieses Problem lost
uns der Viterbi-Algorithmus, den wir nun mit Hilfe eines Beispiels beschreiben. Nehmen wir an,
die empfangene Sequenz sei _ ;
y = [-0.5,-1.0,+0.5,+1.5] . (7.45)

Wir lassen diese Sequenz eine "Metrik” auf jedem Zweig des Trellis bestimmen, wobei diese
Metrik dem Quadrat der Euklidschen Distanz zwischen dem Symbol z auf dem Zweig im
Trellis und dem entsprechenden Symbol in y entspricht. Damit erhalten wir folgendes Trellis-
Diagramm:

(-1) -—\10—’ (-1) | 0.25—— (-1) \
9.0 2.25 0.25
225
/ 1.0 6.25
(+1) F~ 025 —» {+1) --/10—+ (+1) F 0. L (+1) 225 — (+1)

Weil das Quadrat der Euklidschen Distanz zwischen zwei Sequenzen die Summe der Quadrate
der Euklidschen Distanz zwischen den einzelnen Symbolen der Sequenzen ist, reduziert sich
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unser ML-Entscheidungsproblem wie folgt: Finde den Pfad z durch obigen Trellis, fiir den
die Summe der Zweigmetriken minimal ist. Der Viterbi-Algorithmus fiir die Losung
dieses Problems lasst sich folgendermassen beschreiben:

(1) Weise dem Anfangsknoten des Trellis die Metrik 0 zu.
(2) Gehe einen Zweig tiefer im Trellis.
(3) Fiihre fiir jeden Knoten in dieser Tiefe folgende Schritte durch:

(i) Addiere bei jedem zu diesem Knoten fithrenden Zweig die Zweigmetrik und die Metrik
des Knotens am Anfang des Zweiges.

(ii) Weise die kleinste dieser neu berechneteten Metriken diesem Knoten zu und entferne
alle Zweige ausser demjenigen, der diese Metrik aufweist. Wenn mehrere Zweige
diese kleinste Metrik aufweisen, wihle einen beliebigen Zweig mit kleinster Metrik
als “Uberlebenden”.

(4) Hére auf, wenn das Ende des Trellis erreicht ist, sonst gehe zu Schritt (2) zuriick.

Die einzelnen Schritte des Viterbi-Algorithmus fiir unser Beispiel sind im folgenden Diagramm
- dargestellt. Die Zweige, die in Schritt (3)(ii) entfernt wurden, sind dabei mit einen Kreuz
- markiert.

225 1.25 1.5
1) -1 (-1) 1025 —] (-1)
9.0 \2.25 0.25
225 '
: / 0 /* 125 5% 15 1.75
(+1) =025 = (+1) [—1.0——> (+1) _/0_25_,, 1) 2.25—%—N (+1)

Wenn wir versuchen, riickwérts durch den Trellis zu gehen, sehen wir, dass nach Anwendung
des Viterbi-Algorithmus nur ein Pfad im Trellis “iiberlebt™. Dieser “iiberlebende” Pfad
- ist der optimale Pfad, wie folgende Tatsache zeigt:

Wenn ein Zweig des Trellis im Schritt (3)(ii) des Viterbi Algorithmus entfernt wmﬂe, liegt
dieser Zweig nicht auf dem Pfad (bzw. nicht auf dem einzigen Pfad) durch den Trellis, der
die minimale Summe der Zweigmetriken aufweist.

Diese Aussage gilt, weil die Entfernung eines solchen Zweiges quivalent zur Vernachlissigung
eines Teilpfads ist. Dieser Teilpfad fithrt vom Anfang des Trellis zu jenem Knoten, zu dem wir
einen besseren (bzw. nicht schlechteren) Teilpfad kennen. Weil man beide Teilpfade identisch zu
einem Pfad durch den ganzen Trellis erweitern kann, kann der schlechtere (bzw, nicht bessere)

98



Teilpfad nicht Teil des optimalen Pfads (bzw. nicht Teil eines einzigen optimalen Pfads) durch
den Trellis sein.

Aus dem ersten Trellis erkennen wir, dass fiir unser Beispiel
&L= [01 -21 0! 2]

die ML-Entscheidung fiir X ist. Die entsprechende ML-Entscheidung » = f~!(z) fiir die Da-
tensequenz U ergibt sich aus dem selben Trellis zu

u= [-Fl,—l, -1].

Folgende Punkte sollten dem Leser nun klar sein:

Fiir die Beschreibung aller moglichen Ausgangssequenzen einer endlichen Zustandsmaschine
mit bekanntem Anfangszustand und bekanntem Endzustand, die mit einer Sequenz mit
einem endlichen Alphabet gespiesen wird, existiert ein Trellis. '

und:

Der Viterbi-Algorithmus kann benutzt werden, um die ML-Entscheidung unter denjenigen
Sequenzen, die durch den Trellis bestimmt werden, genau dann zu treffen, wenn man eine
Metrik zwischen den beobachteten Symbolen und den Symbelen auf den Trelliszweigen de-
finieren kenn mit folgender Eigenschaft: Der Pfad mit minimaler (oder maximaler) Summe
der Zweigmetriken entspricht der ML-Entscheidung.

Viele Probleme der modernen Nachrichtentechnik lassen sich in obiger Form darstellen. Deshalb
ist in den letzten zwei Jahrzehnten der Viterbi-Algorithmus zu einem sehr geschatzten Werk-
zeug des Kommunikationsingenieurs geworden. Es gibt viele Tricks, die man bei spezifischen
Anwendungen des Viterbi-Algorithmus benutzen kann. Man sieht jedoch allgemein, dass die
Komplexitat proportional zur Anzahl Zustéande der entsprechenden endlichen Zustandsmaschine
wiichst. Ist diese Zahl kleiner als ca. 1024 (210 = 1024 Zustinde), kann der Viterbi-Algorithmus
als gutes Losungsmittel fiir eine ML-Entscheidung in Betracht gezogen werden.
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A VERALLGEMEINERTE FUNKTIONEN UND DER
DIRAC-STOSS

Dem Leser ist sicher schon bekannt, dass der Dirac-Stoss {oder “Delta-Funktion”) §(-) eigentlich
keine Funktion ist. Andererseits weiss er, dass man mit §(-) fast so arbeiten kann, wie wenn
&(-) tatséchlich eine Funktion wire. Um den Dirac-Stoss mathematisch sauber zu behandeln,
braucht man eine Verallgemeinerung des Begriffs “Funktion”. Diese Verallgemeinerung kann in
verschiedener Art und Weise durchgefiihrt werden. Wir geben hier eine Verallgemeinerung an,
die besonders einfach ist, die aber anch die wichtigsten Aspekte jeder Verallgemeinerung enthilt.
In diesem Anhang meinen wir mit “Funktion” eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen,
d.h. eine Funktion f : R — R. Der Leser weiss von den Vorlesungen in Analysis, dass man
such “pathologische” Funktionen definieren kann, z.B. die Funktion

Hz) = —1 falls 2 rational
1 falls z irrational.

[Fiir diese Funktion gilt |f(z)| = 1 fiir alle z und damit ergibt sich [7|f(z)ldz = b — a fiir
alle a,b € R. Aber f: f(z)dz existiert nicht als Riemannsches Integral, im Widerspruch zu
Behauptung 7 in §3.1.7.2 des Taschenbuchs der Mathematik [1]! Der Leser sollte lernen, jeder
mathematischen Behauptung misstrduisch gegeniiber zu stehen, fiir die er keinen Beweis gesehen
hat. Damit sich j: f(z)dz = b — a ergibt, muss man eine Verallgemeinerung des Riemannschen
Integrals beniitzen, z.B. das Lebesguesche Integral.]

Solche pathologischen Funktionen bereiten grosse Miihe in der Analysis, obwohl sie in prak-
tischen Anwendungen kaum vorkommen. Ein Hauptziel einer Theorie der verallgemeinerten
Funktionen ist es, diese pathologischen Funktionen fiir immer zu eliminieren, sodass man mit
einfachen Mitteln sauber mathernatisch arbeiten kann. Als Vorbereitung fiir eine solche Theorie
fiihren wir nun zwei Klassen nicht pathologischer Funktionen ein. Aber zuerst eine Bemerkung
zur Notation: Man schreibt

f(to+), f(to—), f(+00), f(—00)
fiir
Jm f(@), Lm (), im f(2), Um  f(2).

7% bezeichnet die i-te Ableitung von f, wobei f(® = f. Man schreibt auch f/ = f(1), f = 72},
usw.

Definition: Eine Funktion f heisst glatt, wenn f beliebig oft differenzierbar ist, und wenn
FO(+o0) = fOH(—o0) =0 firi=0,1,2,.. (A.1)

gilt.

Beispiel 1: Die Funktionen e~ und %@- sind glatt. Die Funktion e~ !t ist nicht glatt, weil

sie in £ = 0 nicht differenzierbar ist. Die Funktion f(f} == t ist nicht glatt, weil f(+o0} und
f(—00) nicht existieren.
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Die folgenden Tatsachen liegen auf der Hand:

Sei f eine glatte Funktion, dann sind sowohl cf fiir jedes ¢ € R als auch f (%) fiir jede positive,
ganze Zahl] i ebenfalls glatte Funktionen.
Seien f; und f; glatte Funktionen, dann ist auch f; + fo eine glatte Funktion.

Definition: Eine Funktion f heisst brav, wenn

(i) f stetig ist;
(if) f(z) = 0 fiir alle ¢ ausserhalb eines endlichen Intervalls;

(iii) es eine ganze Zahl m gibt, so dass f beliebig oft differenzierbar ist ausser in hischstens m
Punkten innerhalb jedes Intervalls der Lange 1; und

(iv) in jedem Punkt tp, wo f nicht beliebig oft differenzierbar ist, f(?(fg+) und f0)(¢g—) fiir
jede positive, ganze Zahl i existieren.

Wieder liegen folgende Tatsachen auf der Hand:

Sei f eine brave Funktion, dann ist auch ¢f fiir jedes ¢ € R eine brave Funktion.
Seien f) und f; brave Funktionen, dann ist auch f; + f2 eine brave Funktion.
Sei f eine brave Funktion, die zudem differenzierbar ist, dann ist auch f’ eine brave Funktion.

Fiir eine brave Funktion f gilt trivialerweise:

¥ +00) = f)(—00) =0 (A2)

fiir jede nichtnegative ganze Zahl 1.

A-2



Beispiel 2: Fiir jede positive, ganze Zahl n ist jede der folgenden drei Funktionen brav:

8 (3]
L 1 h
1 1 d
n n
i1+ cosas)], -4+ <e<l
‘ A, ()= '! n A
SOTNSt
f -
1 t
n
L4 @
1
/ : -
21 n t
n

Wenn wir eine Funktion f in der realen Welt beobachten, kbnnen wir f(t;) und f(iz) nicht
unterscheiden, falls £; und ¢y geniigend nahe beieinander liegen. Tatséchlich ist jede Beobachtung
irgendwie ein Durchschnitt vieler Werte der Funktion f. Wir kénnen dann jede Beobachtung
von f als ein Integral ff:: f(Dw(t)dt fiir irgendeine Fensterfunktion w betrachten. Aber die
Fensterfunktionen, die physikalisch sinnvoll sind, miissen “glatt” sein. In einem gewissen Sinn
konnen wir dann sagen, dass die Funktionen f; und f» “physikalisch identisch” sind, falls gilt:

+00 +o0
[ nwa= / (e

fiir jede glatte Funktion w. Diese Betrachtungen sind die Basis fiir die folgende Definition:
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Definition: Eine Sequenz g,, g2, g3, ... von braven Funktionen mit der Eigenschaft, dass

Jim [ ga(tute)as

fir jede glatte Funktion w existiert, spezifiziert eine verallgemeinerte Funktion
(v-Funktion) g durch die Regel

+oo +00
f_ - g(tw(t)dt = lim f_ . gn(t)w(t)dt, (A.3)

wobei w eine glatie Funktion ist.

Bemerkung: Wir erinnern den Leser daran, dass ein Limes genau dann “existiert” (z.B.
lim g, = @), wenn dieser Limes einen bestimmten reellen Wert hat (d.h. —0c0 < a < o0).

n—0o0

Gilt nlLrgo gy, = +oo bzw. —o0, dann “existiert” der Limes nich_t.

Spezifizieren die Sequenzen von braven Funktionen g,(f) und ~v.{(t) (n = 1,2,3,..)
die v-Funktionen g(t) und %(t), dann spezifizieren die folgenden Sequenzen ebenfalls v-
Funktionen:

(i) gn(t — tp) fiir beliebige 25 € R,
(i1) cgn(t) fiir beliebige ¢ € R, und
(iil) gn(t) +m(t) (n=1,2,3,..).

Man schreibt sie als:

(i) gt — ),

(if) cg(t), und

(iii) g(t) + ().

Beispiel 3: Die Funktionen 4, (n=1,2,3,...) in Beispiel 2 spezifizieren die v-Funktion &{-) in
der Weise, dass gilt: :

+o0 +oo
f_ styw(dt = lim j; Sa(tw(t)dt =
1

o

= nlLIIéo 1 6n (t)w(t)dt

A |
= w(0) lim /_ " ba()dt =
= w(0)
fiir jede glatte Funktion w. Diese einfache v-Funktion 4(-) ist nichts anderes als der berithmte
-Dirac-Stass.

‘Wenn wir uns nun an unsere Betrachtungen iiber “physikalisch identische” Funktionen erinnern,
s0 miissen wir zu folgender Definition gelangen:
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Zwei Sequenzen g1, g2, g3,... und Y1, 72, ¥3,-.. von braven Funktionen spezifizieren dieselbe
v-Funktion, falls

Jim [ guua = lim [ m(@ua

fiir jede glatte Funktion w gilt.

Beispiel 4: Fiir die Funktionen A, (n = 1,2,3,...) in Beispiel 2 giit
. N s
lim_ f An(yw(t)dt = lim_ f | AuBult)dt =

1
= w(0) lim_ f | Ayt =
= w(0) )

fiir jede glatte Funktion w. Es folgt dann aus Beispiel 3, dass die Sequenz A;, Az, Ag, ... ebenfalls
den Dirac-Stoss spezifiziert.
Man sieht, dass die ganze Geschichte des Dirac-Stosses in der Beziehung

f % s@w(t)dt = w(0) (A4)

o0

liegt, die fiir jede glaite Funktion w gilt. Man kann aber (A.4) nicht als Definition des Dirac-
Stosses benutzen (obwohl genau das in vielen nachlissigen Herleitungen des Dirac-Stosses getan
wird), es sei denn, es gebe eine echte Funktion &(-), so dass {A.4) fir jede glatte Funktion w
gilt. Leider gibt es keine solche Funktion, und genau deshalb fiihren wir iiberhaupt den Begriff
der verallgemeinerten Funktion ein.

Obwohl fiir eine v-Funktion g der Grenzwert in (A.3) nur dann immer existiert, wenn w eine
glatte Funktion ist, kénnen wir unsere Regel (A.3) erweitern zu

b b )
[ srwas tim [ g0t (A5)
fir alle g,b € R und fiir jede Funktion f, deren Grenzwert nach (A.5) existiert.
Beispiel 5: Aus Beispiel 3 oder Beispiel 4 ersehen wir, dass fir den Dirac-Stoss
; oo
[ s = £0) (A.6)

gilt fiir jede Funktion f, die stetig ist im Punkt £ = 0. Diese Eigenschaft (A.6) heisst die
Siebungs-Eigenschaft des Dirac-Stosses.

Beispiel 8: Die Sequenz uj,us,us,... von braven Funktionen in Beispiel 2 spezifiziert die
v-Funktion u. Dabei gilt:

+oo +00
[ u(w(t)dt = nll.néo f_ - g ($)w(t)dt
= lm f"l un(B)w(t)dt

= /0 w(t)dt (A7)
fiir jede glatte Funktion w.
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Fir die Einheitsschrittfunktion u(-), die wie folgt definiert ist:

1, t>0
u(t)=4¢ 0, t<0
1, t=0

(wobei der Wert w(0) willkiirlich gewihlt wurde; oft setzt man auch u(0) = 1), gilt auch

f T )y wlt)dt = L ~ wit)dt

—00

fiir jede glatte Funktion w. Also kénnen wir sagen, dass die v-Funktion u in Beispiel 6 iden-
tisch ist mit der Einheitsschrittfunktion u(-). Eine v-Funktion kann also auch eine gewdhnliche
Funktion sein. Tatsichlich gibt es fiir jede Funktion (), die “physikalisch sinnvoll” ist, eine
v-Funktion g, so dass g identisch ist mit der Funktion =,

Andererseits gibt es v-Funktionen (z.B. den Dirac-Stoss), die mit keiner gewdhnlichen Funktion
identisch sind. In diesem Sinne ist eine v-Funktion eine echte Verallgemeinerung einer Funktion.

Man kann weiter in diese Richtung gehen. Sei g eine v-Funktion und sei f eine Funktion, so
dass

b ' b
fa g(H)w(t)dt = fu F(Oyw(t)dt (A.8)

fir jede glatte Funktion w gilt, wobei a,b € R mit ¢ < b; dann sagt man, dass g und f im
geschlossenen Intervall g, 5] identisch sind. Falls f stetig ist in [a, b}, sagt man sogar, dass

o(t) = f(2), t € [a ). (A9)

In diesemn Sinne (und nur in diesem Sinne) kann man manchmal (aber nicht immer!) vom Wert
der v-Funktion g auf einem Punkt ¢ sprechen.

 Beispiel 7: Fira < b < 0 gilt

b b
_[ 5(t)w(t)dt = 0 = ] 0+ w(t)de.
Also gilt
6(t)=0, t<0. (A.10)
Anslog sieht man, dass

5(t)=0,t>0 _ (A.11)

gilt. Aber es ist nicht maglich, den Wert “6(0)" zu definieren. Sogar “§(0)”= +oo ist micht
sinnvoll, wie wir bald sehen werden.

[Gleichungen (A.10) und (A.11) zusammen mit (A.6) bilden die “Definition” des Dirac-Stosses
in ungenauen Behandlungen dieser v-Funktion.]
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Sei g1, 92, 93, --. eine Sequenz braver Funktionen, die eine v-Funktion g spezifizieren, und seien
weiterhin diese braven Funktionen auch differenzierbar. (Somit ist auch g, g5, g3, ... eine Sequenz
braver Funktionen.) Dann spezifiert die Sequenz g}, g5, g3, .- eine v-Funktion ¢', welche die Ab-
leitung der v-Funktion g heisst. Um zu sehen, dass g{, g5, g5, ... tatsichlich eine v-Funktion
spezifizieren, gehen wir wie folgt vor: Es gilt

+oo +oo
[ st = gn@u® 2w~ [ onlw'e)at
- _]*“gdawxga (A12)

fiir jede glatte Funktion w, wobei wir (A.1) und (A.2) benutzt haben. Die Existenz des Grenz-
wertes (A.12) fiir n — oo folgt aus der Tatsache, dass g eine v-Funktion und w'(t) eine glatte
Funktion ist. o '

Wir haben damit bewiesen:

Sei ¢’ die Ableitung der v-Funktion g, dann ist g’ die v-Funktion, fir die gilt:

+oo +co
[gﬁmma=—[mgwwma (A13)

o0

Beispiel 8: Fir die Ableitung § des Dirac-Stosses § gilt

+o0 +oo :
L T ul)dt = - /_ §(t)w’ (£)dt

= 5] o0

= —w'(0) 7 (A.14)
fitr jede glatte Funktion w, wobei wir {A.4) benutzt haben.

Der aufmerksame Leser bemerkt, dass wir (A.14) hergeleitet haben, ohne eine Sequenz von bra-
ven Funktionen zu finden, die den Dirac-Stoss & spezifiziert. Tatsdchlich ist die brave Funktion
6 in Beispiel 2 nicht differenzierbar in den Punkten ¢ = —%, t=0und t = % Doch die brave
Funktion A, in Beispiel 2 ist differenzierbar, und zwar wie folgt:

nni. 1 1
' - sin(raf), -4 St<&
A (D=
‘ " { 0, sonst

Also kénnen wir A, A}, A}, ... als eine Sequenz von braven Funktionen wihlen, welche die
v-Funktion &’ spezifiziert.



Wie (A.10) und (A.11) aus (A.4) folgen, so folgt aus (A.14), dass

§(t) =0, allet £ 0. _ ' (A.15)
Aber man kann §'(0) nicht sinnvoll festlegen, ebensowenig wie 6(0).

Wir iberlassen dem Leser den (nichttrivialen) Beweis, dass man fiir jede v-Funktion ¢ eine
Sequenz g1, g2, g3, ..- von differenzierbaren braven Funktionen finden kann, die g spezifiziert.

[Hinweis: Sei vy, 72,73, ... eine Sequenz von braven Funktionen, die nicht alle differenzierbar sind.
Zeige, dass man eine Sequenz f), f2, f3,... von braven Funktionen finden kann mit folgenden
Eigenschaften:

(i) fn ist nur in den (hochstens endlich vielen Punkten) nicht beliebig oft différenzierbar, wo
auch -, nicht beliebig oft differenzierbar ist. .

(ii) In diesen Punkten t muss gelten: f’(t—) = —vp(t=) und f.(t+) = —L(t4).
(iil) Ausserdem soll nli.néa Ju(t) =0 fitr alle £ € R sein.

Es folgt dann, dass g, = fp + ¥, eine differenzierbare brave Funktion ist. Weiter folgt fir alle
a,b € R mit g < b, dass n]ﬂ:rgo f: fa()w(t)dt = 0 fiir jede glatte Funktion w ist, weil w stetig
ist im geschlossenen Intervall [a, b]. Also gilt “lirgn ffz fa(H)w(t)dt = 0 fiir jede glatte Funktion
w, und wir knnen schliessen, dass die v-Funktion f identisch ist mit der Nullfunktion. Daraus
ergibt sich, dass g;, g, g3, ... die gewiinschte Sequenz ist.}

Wir schliessen daraus:

Die Ableitung g’ einer v-Funktion ¢ existiert immer.

Aus (A.13) und (A.14) folgt ellgemein fiir die i-te Ableitung §%) des Dirac-Stosses 6, dass

+oo . s
j 89 (tyw(t)dt = (—1)'w' (0) (A.16)
fiir jede glatte Funktion w gilt. Analog zur Herleitung von (A.15) folgt auch, dass

&) =0, t#£0 - (A.17)

fiir die i-te Ableitung von § gilt. Nun miisste auch ganz klar sein, dass 6(®)(0) nicht sinnvoll
definiert werden kann!

Beispiel 9: Fiir die v-Funktion u (die identisch mit der Einheitsschrittfunktion ist) folgt aus
(A.13), (A.7) und (A.1), dass

7 +o0
- j_ ulw'(dt =
- f = w'(t)dt

0
~w(t)| 2, =
w(0)

fiir jede glatte Mtion w gilt. Es folgt nun aus (A.4), dass 6§ = v/, d.h.:

+o0
./;m u’ (t)w(t)dt

f

A-8



[ Der DiracStoss ist die Ableitung der Finheitsschrittfunktion,

Der Leser hat sicher diese Tatsache bereits intuitiv beim Arbeiten mit dem Dirac-Stoss verwen-
det.

Bemerkung: Der Franzose Laurent Schwartz war der erste, der in seinem 1950-1951 verdf-
fentlichten Buch [2] eine mathematisch saubere Behandlung des Dirac-Stosses und &hnlicher
“verallgemeinerter Funktionen” vorgefiihrt hat. Seine Theorie wurde von zwei Englindern (G.
Temple und M.J. Lighthill) sukzessive vereinfacht. Die obige Behandlung folgt im Geist dem
Text von Lighthill (siehe [3]), enth&lt aber zusitzliche Vereinfachungen. '
Der Leser sollte sich im Klaren sein, dass “glatte” und “brave” Funktionen keine Standardbegriffe
in der Mathematik darstellen. Wir hoffen aber, dass diese zwei Begriffe ihm von Nutzen sind.
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