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Kapitel 1
Deterministische zeitdiskrete Signale

1.1. Einfihrung

Die letzten vier Jahrzehnte waren Zeuge eines dramatischen Wechsels von der analogen
zur digitalen Technologie, so dass unser Zeitalter als "digitales Zeitalter" bezeichnet werden
kann. Der Grund liegt nicht darin, dass die Signale, die wir zum Mitteilen von Information
oder zum Ubermitteln von Energie bentitzen, grundsatzlich digitaler Natur sind. Im Gegenteil,
diese Signale sind grundséatzlich analoger Natur. Es i€idfachheit der Verarbeitung
digitaler Signale, welche die digitale Technologie an die Spitze in praktisch allen
Ingenieurdisziplinen gebracht hat.

Eine heute Ubliche Lésung in der Signalverarbeitung ist die mdglichst rasche Umwand-
lung analoger Eingangssignale in digitale Signale, um dann diese digitalen Signale in raf-
finierter Art zu verarbeiten, bevor das digitale Ausgangssignal in das gewinschte analoge
Endsignal umgewandelt wird. Einige Systeme sind vollstandig digital — wenigstens auf den
ersten Blick; eine genauere Untersuchung zeigt im allgemeinen, dass es sich um analoge
Wellenformen handelt, die sich als digitale Signale "maskieren"”, und dass "analoge" elektro-
nische Schaltungen die "digitale Verarbeitung" verrichten. Es ist richtig zu behaupten, dass
digitale Signale und digitale Prozessoren nur Anndherungen an gewisse Arten von analogen
Signalen und analogen Prozessoren sind. Was den digitalen Standpunkt so wertvoll macht,
ist, dass die Annéherung im allgemeinen so gut ist, dass man gefahrlos die zugrundeliegen-
den analogen Signale und deren Verarbeitung vergessen und sich mit den viel einfacheren
digitalen Grossen befassen kann.

Wir haben bis jetzt noch nicht genau erklart, was wir mit "analogen Signalen" und "digi-
talen Signalen” meinen. Es ist nur eine kleine Ungenauigkeit (die wir spater korrigieren wer-
den) zu sagen, dass analoge Signale zeitkontinuierliche Signale sind, wahrenddessen digitale
Signale zeitdiskrete Signale sind. Unser Interesse wollen wir in dieser Vorlesung primér den
digitalen Signalen, genauer den zeitdiskreten Signalen widmen. Aber bevor wir eine mathe-
matische Formulierung dieser Signale geben, ist es ratsam, einen kurzen Ruckblick auf
analoge Signale oder genauer zeitkontinuierliche Signale zu geben.
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1.2. Zeitkontinuierliche Signale

Wir kdnnen viel Uber zeitkontinuierliche Signale lernen, wenn wir eines der einfachsten
dieser Signale, den Sinus, gezeigt in Figur 1.2.1, betrachten.

A sin(t)

Fig. 1.2.1:Ein zeitkontinuierliches Signal: Die Sinusfunktion.

Was fir eine Art mathematisches Objekt ist ein zeitkontinuierliches Signal wie die Sinus-
funktion? Die Antwort ist offensichtlich, wenn wir Figur 1.2.1 betrachtenzEitkontinuier-
liches Signalst eineFunktion, derenDefinitionsbereichdie Menge der reellen Zahl&h |
ist. Wir nennen diesen DefinitionsbereRloft die "Zeitachse", da wir uns jede reelle Z&hl |
als Zeit auf einer Uhr denken konnen. Um genauer zu sein, missen wir hinzuftigen, dass ein
reelles zeitkontinuierliches Sign@ie der Sinus) eine Funktion mit DefinitionsbereRrlist,
derenBildbereichebenfalls die Menge der reellen Zahkerst.

Ein komplexes zeitkontinuierliches Sigrslentsprechend eine Funktion mit Definitions-
bereichR, deren Bildbereich die Menge der komplexen Zaliast.|

Wir sehen in Figur 1.2.1, dass der Sinus eine Funktion ist, welche eigentlich nur Werte
einer kleinen Teilmenge des Bildbereichs annimmt, namlich alle im Intc{lrvalls r< +]}
liegenden reellen Zahlen. Dieser Bereich istWertebereictier Funktion.

Wir fihren nun eine einfache Notation ein, die man braucht, um prézise Uber zeitkonti-
nuierliche Signale (oder irgend eine andere Art von Funktion) zu sprechen. Man schreibt

f:R - C,

was bedeutet, dass f eine Funktion mit Definitionsbefiahd BildbereiclClist, das heisst,

dass f ein komplexes zeitkontinuierliches Signal ist. Wir schreifignum den Wert dieser
Funktion zur Zeit t inRIzu kennzeichnen. [Die Tatsache, dass f jedem Punkt des
Definitionsbereichs einen einzelnen Wert des Bildbereichs zuweist, ist genau das, was f zu
einerFunktionmacht.] Es ist wichtig zu vermerken, dass f dame der Funktiomst. Oft
schreiben wir ehef(.) anstelle von f als Name der Funktion, um uns daran zu erinnern, dass
wir es eigentlich mit einer Funktion zu tun haben, aber wir sollten nie den Funktionsnamen
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als f(t) schreiben, dé(t) der Wert der Funktiorf(.) an einem einzelnen Punkt ist.
Schliesslich schreibt marRj,lum den Wertebereich der Funktion zu bezeichnen, das heisst

f(R) = {r: Es existiert mindestens ein tR) flir welchesf (t) =r ist}.

Als eine Ubung in Terminologie und Notation betrachten wir wieder den Sinus aus Figur
1.2.1. Dieses reelle zeitkontinuierliche Signal ist die Funktion

sintR - R,
die zur Zeit t den Wert sin(t) annimmt. Der Wertebereich der Funktion ist die Menge
sin®) ={r: -1<r<+}.

Diese Funktion sin [oder sin(.)] sollte nie die "Funktion" sin(t) genannt werden, obwohl der
Leser gewiss schon oft diesen haufigen Missbrauch der Terminologie erfahren hat.

1.3. Zeitdiskrete Signale

Wir kehren nun die Strategie vom vorherigen Abschnitt um, indem wir zuerst die
mathematische Definition eines zeitdiskreten Signals geben und nachher erértern, warum
diese Definition die praktisch geeignete ist.

Ein reelles zeitdiskretes Signal ist eine Funktion
. Z - R,

wobei Z die Menge der ganzen Zahlen{ist., -2,-1,0,+1+ 2,} . Entsprechend ist ein
komplexes zeitdiskretes Signal eine Funktion

f. Z - C.

Um uns daran zu erinnern, dass wir es mit einem zeitdiskreten Signal zu tun haben (Defi-
nitionsbereich =z und nicht mit einem zeitkontinuierlichen Signal (Definitions-
bereich =Rl), werden wir immer den Wert des zeitdiskreten Signals f zur Zeitk atsZ

f[k] und nicht alsf(k) schreiben, aber die Form der Klammern hat keine tiefere Bedeutung.
Entsprechend sprechen wir oft von der zeitdiskreten Funkfipnind nichtf(.), wieder nur

als Gedankenstuitze.

Eine erste Frage ist, wie man ein zeitdiskretes Signal graphisch darstellen soll, da wir ja
nicht einfach eine Achse, bestehend aus ausschliesslich ganzzahligen Werten, zeichnen
konnen. Wir ibernehmen die Losung, die in Figur 1.3.1 fur die zeitdiskrete Einheitsschritt-
funktion u[] gezeigt wird.
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iu[k]
APt

oe—eo—o—0o o
5 4 3 -2 -1 0O +1 +2 +3 +4 +5 +6

Fig. 1.3.1: Die zeitdiskrete Einheitsschrittfunktion.

Wie Figur 1.3.1 zeigt, zeichnen wir die "Zeitachse", als ob sie aus der Menge der reellen
ZahlenR bestlinde, aber wir zeigen nur fur die Teilmenge der ganzen Zahkeineh Funk-
tionswert, weil die ganzen Zahlen den Definitionsbereich der Funktion darstellen. Die zeit-
diskrete Einheitsschrittfunktion in Figur 1.3.1 ist ein zeitdiskretes Sigljaso, dass

1 falls k eine nichtnegative ganze Zahlist,

kl =
ulk] Ep falls k eine negative ganze Zahlist.

Beachte, das§Z] = {0, 3}, das heisst, dass der Wertebereich upheine Menge ist, die
nur aus den zwei reellen Zahlen 0 und 1 besteht.

Wir widmen uns jetzt der Frage, warum die obige Definition geeignet ist, um allgemeine
zeitdiskrete Funktionen zu definieren. Schranken wir uns nicht zu stark ein, wenn wir eine
Uhr haben, die nur in ganzzahligen Schritten vorangeht? Die Antwort lautet nein — denn wir
kénnen uns vorstellen, dass die Zeit k ewemalisierte Zeitist. Wir kbnnten auch, und
werden ofters, die normalisierte Zeit k mit der "wahren Zeit" in Verbindung bringen:

t, = kA [Sekunden], (1.3.1)

wobei A eine passende Konstante ist. Zum Beispiel, wenm\wirl0°s wahlen, dann ist

t, =k [10°s, so, dass unsere wahre Zeit in Schritten von einer Mikrosekunde voranschreitet.
Es ist viel bequemer, immer die normalisierte Zeit zu verwenden, als Funktionen verwenden
zu mussen, deren Definitionsberei{:h., t,,t, & t t, } im allgemeinen fur jede
Anwendung anders spezifiziert werden muss. Eigentlich missen wir unsere normalisierte
Zeit nicht einmal so einschrdnken, dass sie Schritten festgelegter Grosse auf einer wahren
Uhr wie in (1.3.1) entspricht. Es genigt schon, die normalisierte Zeit k mit der wahren
Uhrzeit t, in Verbindung zu bringen, wobei

t, <t,,, ,alekinzZ
LIETltk =o und kltrqm t, = -

gilt, und tatsachlich ist eine solche "Staccato-Uhr" manchmal von Vorteil in praktischen
Problemen.
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1.4. Klassifizierung von zeitdiskreten Signalen

Gewisse Arten von zeitdiskreten Signalen spielen eine besonders wichtige Rolle in
Ingenieur-Anwendungen. Die "rechtsseitigen” Signale sind besonders wichtig. Das zeit-
diskrete Signalf[.] istrechtsseitigwenn eine ganze Zahl b existiert, so dg&$ =0 fur
alle ganzen Zahlek <b. Das Signalf[] =u[.+1], gezeigt in Figur 1.4.1, ist ein rechts-
seitiges Signal, jede ganze Zahl b kleiner als 0 ist eine passende Wahl, f&]dassfiir

alle k < b ist.
if[k]
°* o o o

@ @ L
4 3 2

¢
: -k
-1

0 +1 +2 +3 +4

Fig. 1.4.1:Beispiel eines rechtsseitigen Signals.

Das zeitdiskrete Signd][.] wird kausalgenannt, wenri[k] = O fiir alle ganzen Zahlen
k <0 ist. Die Einheitsschrittfunktiom|] ist kausal, wie man sofort in Figur 1.3.1 sieht. Ein
kausales Signal ist automatisch auch ein rechtsseitiges Signal (wir kdnnen in der Definition
eines rechtsseitigen Signdls= 0 wahlen), aber nicht umgekehrt. Das Sigf{dl= u[.+]]
von Figur 1.4.1 ist rechtsseitig, atmécht kausal, def[-1] =u[ ] = List. Es ist unsere Pflicht,
hier darauf hinzuweisen dass man 8ignal eigentlich nicht "kausal" nennen sollte, da
Kausalitat eher eine Eigenschaft eisgstemsls eines Signals ist. Jedoch, wie wir bald
sehen werden, gibt es einen so engen Zusammenhang zwischen kausalen linearen
zeitdiskreten Systemen und kausalen Signalen (wie gerade definiert), dass es gerechtfertigt
scheint, den geringfligigen Missbrauch der Terminologie, den man macht, wenn man ein
Signal "kausal" nennt, zu akzeptieren. Dringender ist es, den Leser zu warnen, dass viele
Autoren keine Unterscheidung zwischen "rechtsseitigen Signalen" und "kausalen Signalen”
machen; solche Autoren wirden nicht gelten lassen, das Signal in Figur 1.4.1 ein "rechts-
seitiges Signal" zu nennen, wie wir es getan haben und tun werden.

Das zeitdiskrete Signdl.] istlinksseitig wenn es eine ganze Zahl gibt, so dass
f[k] =0 fur alle k>b in Z gilt. Gleichbedeutend ist[.] linksseitig, wenn seingeit-
umkehrungf[-] rechtsseitig ist.

Der Leser sollte nun leicht verstehen, dass ein zeitdiskretes Signal genau dann sowohl
rechtsseitig als auch linksseitig ist, wenn es hdchstens endlich viele ganze Zahlen k gibt, so
dassf[k] # 0 ist. DieKronecker-Delta-Funktiord[ ], definiert durch

5kl = M1 wennk=0,
[k]= E) wenn k eine ganze Za#l 0 ist,
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ist sowohl rechtsseitig als auch linksseitig; ausserdem sind diese Funktion und ihre Zeit-
umkehrungd[ -] beide kausal. Tatsachlich sind die Signale der Figinscd[], wobeic

eine reelle (oder komplexe) Zahl ist, die einzigansalerzeitdiskreten Signale, deren Zeit-
umkehrungen auch kausal sind.
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Kapitel 2
Stochastische zeitdiskrete Signale

2.1. Einflihrung

Der Leser wird bemerkt haben, dass im vorherigen Kapitel Gber "deterministische
zeitdiskrete Signale" das Wort "deterministisch” nur im Titel des Kapitels erschien. Der
Grund dafur liegt darin, dass es schwierig zu sagen ist, was ein deterministisches Signal ist,
solange man nicht auch stochastische Signale betrachtet hat.

Wir flihren nun stochastische zeitdiskrete Signale in einer sehr unformalen Art ein, die als
Motivation fur die exakte Behandlung dienen soll, die spater in diesem Kapitel folgen wird.
Wir beginnen mit der Betrachtung der Box mit der Anschrift "Stochastische zeitdiskrete
Signalquelle”, die in Fig. 2.1.1 gezeigt ist. Das Adjeksiwchastisch'bedeutet, dass es uns
a priori unbekannt ist, was fir ein bestimmtes zeitdiskretes Signal ausgesendet wird,
obgleich wir vielleicht wissen, dass gewisse Ausgangssignale "wahrscheinlicher” sind als
andere. Wir haben den Ausgang mXif] bezeichnet, wobei wir hier die Vereinbarung
einfuhren, die wir von nun an exakt einhalten werden: Wir benttzen Grossbuchstaben, um
eine "Zufallsgrésse"” zu bezeichnen, und Kleinbuchstaben, um einen bestimmten "Wert" oder
eine "Realisierung” dieser Grésse zu kennzeichnen.

Stochastische
zeitdiskrete | — = X][.]
Signalquelle

Fig. 2.1.1: Eine stochastische Signalquelle.

Ein Beispiel ist eine stochastische zeitdiskrete Signalquelle, deren AuXgqngur
verzogerte Einheitsschrittfunktioneuﬁ.— L] fur L=0,1 2... als mogliche Realisierungen
hat. Wenn wir den Ausgang dieser Quelle beobachten, kbnnen wir beispielsweise das
zeitdiskrete Signau[.—S] sehen. Der Punkt, den wir uns merken sollten, ist, @assine
und nur eine Realisierungpn X[.| sehenHatten wir anstelle dieser stochastischen Quelle
eine Vorrichtung, von der wia priori wiissten, dass sie das Ausgangssigijat 5|
aussendet, dann wirden wir sie"dlsterministisch’bezeichnen. Eine bestimmte zeitdiskrete
Funktion kann ebenso gut alleterministisches Signé&bder, genaueder Ausgang einer
deterministischen Quell®@der die Realisierung einstchastischen Signalder Ausgang
einer stochastischen Que)lesein. Die "interessanten" stochastischen Signale sind
"Zufallserscheinungen” und sind von der Einheitsschrittfunktion oder von den anderen
deterministischen Signalen, die wir normalerweise betrachten, ziemlich verschieden — aber das
ist ein oberflachlicher Unterschieder wesentliche Aspekt eines stochastischen Signals ist,
dass es im allgemeinen viele mogliche Realisierungeruhdtmana priori nicht weiss,
welche davon auftreten wird.
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Es sollte schon jetzt ersichtlich sein, dass eine genaue Behandlung der stochastischen
Signale den Gebrauch der Wahrscheinlichkeitstheorie erfordert. Wir unterbrechen daher
unser Studium der zeitdiskreten Signale, damit wir auf diejenigen Aspekte der
Wahrscheinlichkeitstheorie, die wir zur genauen Definition der stochastischen zeitdiskreten
Signale brauchen, eingehen konnen.

2.2. Wahrscheinlichkeitssysteme

Ein Wahrscheinlichkeitssysterprobability space] ist ein Tripe(lQ, A, P), wo Q, der
Ergebnisraunisample space], eine nicht-leere Menge ist, undanlasse der Ereignisse
[class of events]) und RM(ahrscheinlichkeitsmag@robability measure]) eine Menge
respektive eine Funktion sind, die gewissen Anforderungen, welche wir bald spezifizieren
werden, gehorchen. Zuerst jedoch befassen wir uns mit der intuitiven Bedeutung des
Ergebnisraum®. Als Zufallsexperiment bezeichnen wir intuitiv jede Art eines physischen
Experiments, dessen Ergebnis bis zu einem gewissen Grade unvorhersehbar ist. Wenn wir
zwel "unabhangige Versuche" dieses Experiments machen, werden die zwei Ergebnisse im
allgemeinen verschieden sein. Der Ergebnisrad@rst die Menge aller méglichen
Ergebnisse des Zufallsexperimerdsdesmal wenn wir das Zufallsexperiment durchfuhren,
erhalten wir genau ein ErgebniBas ist in Fig. 2.2.1 angegeben, wo wir das Ergebnis des
Zufallsexperiments als Elementder MengeQ zeigen. In einem fundamentalen Sinne ist
das Ergebnigv einevollstandige Beschreiburdgssen, was in einem bestimmten Versuch
geschieht, darum kann ein und nur ein Ergebnis auftreten.

Zufalls-
experiment[—® ® (® X2 )

Fig. 2.2.1: Ein Zufallsexperiment.

Beispiel 2.1.1Wir betrachten einen 3-Bit-Ringzahler, der mit 1 MHz getaktet wird. Der
Zahler geht in dieser Reihenfolge periodisch durch die acht Zustande 000, 001, 010, 011, 100,
101, 110 und 111. Das Zufallsexperiment bestehe darin, einen Schalter niederzudricken,
welcher veranlasst, dass der Zahler beim aktuellen Zustand stoppt. Nun lesen wir den
Stoppzustand ab. Da das Zufallsexperiment 8 mogliche Ergebnisse hat, kdnnen wir den
ErgebnisraunQ :{wo, W, W, W, W, W @, g}) wahlen, wobet, das Ergebnis ist, dass
der Stoppzustand die binare Form der ganzen Zahl i ist. Dem Stoppzustand 110
beispielsweise entspricht das Ergebmjs

Sehr oft interessieren wir uns nicht fur die vollstdandige Beschreibung dessen, was
passiert, wenn wir ein Zufallsexperiment durchfiihren, das heisst, wir sind am Ergebnis selber
gar nicht interessiert, sondern nur an einer "groben" Beschreibung dessen, was passiert ist.
Bei unserem 3-Bit-Zahler kdnnten wir zum Beispiel nur daran interessiert sein, ob das
niedrigstwertige Bit des Stopzustandes eine Null war (wir kbnnten mit einem Freund wetten,
dass wir dieses Bit bei einer Null stoppen kdnnen). Der Begriff eines "Ereignisses” in der
Wahrscheinlichkeitstheorie wird eingefuhrt, damit wir prazise Uber solche unvollstandige
Beschreibungen dessen, was passiert, wenn wir ein Zufallsexperiment durchfihren, reden
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konnen. Etwas ungenau kdnnen wir sagen, dass ein "Ereignis" eine Menge von Ergebnissen,
das heisst eine Teilmenge vd@D, ist. In unserem 3-Bit-Zahler—Beispiel ist die Menge

{wo, wW,, W, oq} das "Ereignis”, dass das niedrigstwertige Bit des Stopzustands O ist, da es
aus genau denjenigen Ergebnissen besteht, flr welche dieses Bit Null ist. Wir wirden sagen,
dass dieses "Ereignis" immer dann eintritt, wenn das Ergebdisses Zufallsexperiments

ein Ergebnis in diesem "Ereignis" ist.

Weil "Ereignisse" Teilmengen vof sind, sollte es nicht Gberraschen, dass wir oft
Mengenoperationen wie Komplementierung [complementation], Vereinigung [union] und
Schnittmenge [intersection] von "Ereignissen” gebrauchen wollen, um andere "Ereignisse" zu
erzeugen. Es ware sehr unangenehm, wenn wir ausgehend von "Ereignissen” durch das
Ausfuhren solcher Operationen ein "Nicht-Ereignis” erreichen wirden. Folglich mussen wir
vorsichtig sein (besonders mit Ergebnisraumen mit unabzahlbar-unendlich-vielen Elementen),
welche Teilmengen vo@ wir als "Ereignisse” zulassen. Genau genommen missen wir ein
Ereignisals eine Teilmenge voQ definieren, die ina enthalten ist, wobea eine nicht-
leere Klasse von Ereignissen ist, welche die folgenden zwei Axiome erfllt:

(i) Wenn A 04, dannist auchA® 04 (wobei A° dasKkomplementon A in
Q ist, das heisstA® = {w: w0Q, & A}.

(i) WennA, Oz furi=123..., dannistauct JA, 04.
i=1
Eine nicht-leere Klasse von Mengen, die diesen zwei Axiomen gehorchtSigimh-
Algebragenannt, folglich kann man einfach sagen, disXlasse von Ereignissen eine
Sigma-Algebra sein muss.

Besonders das zweite Axiom mag ein wenig seltsam erscheinen, da es von zahlbar
unendlich vielen Ereignissen spricht, sogar wenn der Ergebnisraum endlich ist, wenn also nur
endlich vieleverschiedendreignisse mdglich sind. Die Fremdartigkeit entsteht aus dem
Wunsch nach Einsparung von Axiomen, der sich in der modernen Mathematik verbreitet.
Axiom (i) gilt auch fir endlich viele Vereinigungen, da uns nichts daran hindert, die Wahl
A, =A,=A,=.. zutreffen. Das ergibt

CJAi =A,0A,.

i=1

Folglich bedeutet Axiom (ii) einer Sigma-Algebra, dass wénh].2 und A, 04 sind,
dannist auchA, JA[1 4. In Worten, wenn Aund A Ereignisse sind, dann ist auch ihre
Vereinigung ein Ereignis. Als nachstes erinnern wir uns an die Gesetze von de Morgan, die
besagen, dag#\, n A,)° =A§ DA 5, oder gleichbedeutend, dagsn A, = (A5 OA §) ist.

Wenn A,und A, Ereignisse sind, besagt Axiom (i), da&$ und A} auch Ereignisse sind.
Axiom (ii) besagt weiter, dasa&; 0 Aj ein Ereignis ist, somit besagt Axiom (i) zusammen
mit den Gesetzen von de Morgan, d@ssn A, auch ein Ereignis ist. Fihrt man diese
Argumente ad infinitum weiter, so wird die folgende Behauptung bewiesen:
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Charakterisierung einer Sigma-Algebra

Eine nichtleere Klassel von Teilmengen einer Meng@ ist genau dann eine Sigmja-
Algebra, wenn endlich viele oder zahlbar unendlich viele Mengenoperationen auf Elemente
von 4 Elemente vona als Resultat ergeben.

Es kommt in Ingenieur-Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie hdchst selten vor,
dass man sich Sorgen machen muss, ob die Menge von Ereignissen wohldefiniert ist, das
heisst, ob sie eine Sigma-Algebra bildet. Tatsachlich ist es schwierig, eine verninftige Klasse
von Ereignissen aufzustellen, die keine Sigma-Algebra ist. Zum Beispiel erlaubt man
normalerweise in endlichen Ergebnisraumen, dass jede Teilmende vonEreignis ist,
und diese "maximale” Wahl voa ist trivialerweise eine Sigma-Algebra.

Zwei spezielle Ereignisse sind von grosser Bedeutung: Weil die Klasse von Ereignissen
nicht leer ist, muss sie mindestens aus einem Ereignis A bestehen. Dann muss alér auch
ein Ereignis sein. Folglich muss auBhJ A<= Q ein Ereignis sein. Der Ergebnisrauin
ist selber immer ein Ereignis! Wir nennéhdassichere Ereignisda es immer auftreten
muss, das heisst, das Ergebwisles Zufallsexperiments muss & sein. Weil Q ein
Ereignis ist, muss auc° =0 ein Ereignis sein, das heisst, die leere Menge von
Ergebnisseri] ist immer einEreignis! Wir nenneri]l dasunmaogliche Ereignisda es nie
auftreten kann, das heisst, das Ergetrdes Zufallsexperiments kann nielihsein.

Beispiel 2.1.2Fortsetzung von Beispiel 2.1.1): Wir wahlen die Klagsso, dass sie
jede Teilmenge vo® ={co0, W, W, W, W, W @ (,}) als Element enthalt. Beachte, dass
es 2® = 256 Ereignisse ina gibt, da jedes der 8 Ergebnisse entweder zu einem bestimmten
Ereignis gehért oder nicht. Das Ereigiis={w,, w,, w,, w} ist das Ereignis, dass das
niedrigstwertige Bit des Stopzustands 0 ist. Das Erei@m’s{ooo} ist das Ereignis, dass der
Stopzustand 000 ist.

Wir haben schon erwéahnt, dass man sagt, ein Ereignis tritt ein, wenn das Expdésis
Zufallsexperiments ein Element des EreignissesVisnn wir das Zufallsexperiment
durchfiihren, wird genau ein Ergebnis auftreten, aber es werden im allgemeinen mehrere
Ereignisse eintretemamlich alle Ereignisse, die dieses Ergebnis enthalten.

Wir kommen nun zum letzten der drei Bestandteile eines Wahrscheinlichkeitssystems,
dem Wahrscheinlichkeitsmass P. IMdahrscheinlichkeitsmag$¥ist eine Funktion

P:a- R

die den drei Axiomen gehorcht, die der grosse russische Mathematiker Kolmogorov (1903 -
1987) als erster niedergeschrieben hat. Bevor wir diese Axiome darlegen, denken wir tber die
Tatsache nach, dass das Wahrscheinlichkeitsmass eine Funktion ist, deren Definitionsbereich
die Klasse von Ereignissen ist. Wenn A 0.4 ist, werden wirP[ A] fir den Wert der
Funktion P mit dem Argument A schreiben. Weil die Gefahr, das&jwif mit dem "Wert

eines zeitdiskreten Signal] zur Zeit A" verwechseln, klein ist, werden wir eckige
Klammern fir die FunktiorP brauchen, um hervorzuheben, ddas Argument ein Ereignis
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ist. Wir nennen P[A] die "Wahrscheinlichkeit des Ereignisse&". Weil der
Definitionsbereich vorP die Klasse der Ereignisse ist, sehen wir:

| Ereignisse und nur Ereignisse haben Wahrscheinlichkeiten ! |

Um ein gultiges Wahrscheinlichkeitsmass zu sein, muss eine Furiktion - R den
folgenden Axiomen gehorchen:

Axiome von Kolmogorov:
(i) Furjedes Ereignis A gilto< P A] < 1.
(i) PQ=1.
(i) Wenn A;,A,,A,,... Ereignisse sind, fur die gilt

L . U e
AinAj:Dfurl¢J,dann|stP§gAiH:;P[Ai].

Die Ublicheintuitive Interpretation ist, dasg A| der Bruchteil von Versuchen ist, fir welche

das Ereignis A eintritt, wenn wir sehr viele "unabh&ngige Versuche" des Zufallsexperiments
machen wirden; Kolmogorovs erstes Axiom unterstitzt diese Interpretation, da ein solcher
Bruch zwischen 0 und 1, inklusive, liegen muss. Kolmogorovs zweites Axiom unterstitzt
diese Interpretation ebenfalls, da der Bruchteil von Versuchen, fur die das sichere EXeignis
eintritt, genau 1 sein muss.

Das dritte Axiom von Kolmogorov ist ein bisschen subtiler, da es, um Axiome
einzusparen, nur mit Hilfe einer Folge von unendlich vielen Ereignissen formuliert ist. Als
erstes halten wir fest, dagg = Q,A, == AF A £ ... eine gultige Wahl fur die Folge
von Ereignissen ist. Dann gilt aber

OAi =A,=Q.
i=1

Somit folgt aus Axiom (iii)
FQ]=HQ] + Z RO
1=2
oder gleichbedeutend

iP[D]: 0

Folglich haben wir bewiesen, dass Kolmogorovs Axiome (die nicht sehr Gberraschende
Tatsache) besagen, dakss unmogliche Ereignid,] die Wahrscheinlichkeit null hatlas
heisst,P[0] = 0.

Zwei EreignisseA und B, fur die A n B=[ gilt, nennt marunvereinbarfmutually
exclusive], da es unmoglich ist, dass beide bei einem Versuch des Zufallsexperiments
auftreten. Wenn man in Kolmogorovs Axiom (iiiA;,=A, A,=B und
A,=0 AF Ag .. wahitund die Tatsache benutzt, d&sl] = 0 ist, so sieht man, dass
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HADB =HA+HB

immer dann gilt, wenA und B unvereinbar sind. Erweitert man diese Beweisfuihrung auf 3,
4 und mehr Ereignisse, so ergibt sich Folgendes:

Charakterisierung von Kolmogorovs Axiom (iii)

Dieses Axiom ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass die Wahrscheinlichke|t einer
Vereinigung von endlich vielen oder zahlbar unendlich vipl@arweise unvereinbargn
Ereignissen gleich der Summe ihrer Wahrscheinlichkeiten ist.

Wenn A irgendein Ereignis ist, dann sind natirliéh und A° unvereinbar. Uberdies ist
AOA=Q ,sodass

FlADA]=PA +HA]=1

gilt, wobei die erste Gleichung aus Axiom (iii)) und die zweite aus Axiom (ii) von
Kolmogorov folgt. Folglich haben wir bewiesen, dass fur jedes Erefyrgst:

AAl=1-HA.

Bis jetzt haben wir uns nur mit den mathematischen Eigenschafte| wprbefasst. Es
ist an dieser Stelle wichtig zu sagen, dass die Mathematik keine Hilfe liefert, das "richtige"
Wahrscheinlichkeitsmass zu wéhléis ist physikalisches Denken, nicht Mathematik, das
gebraucht werden muss, um das "richtige" Wahrscheinlichkeitsmass in einer bestimmten
Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie zu finden.

Beispiel 2.1.3Fortsetzung der Beispiele 2.1.1 und 2.1.2): Weil es keinen Grund gibt zu
glauben, dass irgendeines der 8 Ergebnisse "wahrscheinlicher" ist als die andern, weist das
"richtige” Wahrscheinlichkeitsmass jedem der sogenargleanentaren Ereignissdie je
ein einzelnes Ergebnis beinhalten, denselben Wert

F{w} ] =%, i=0,1,2,34567

zu. Damit ist das Wahrscheinlichkeitsma#g vollstandig bestimmt, da diese elementaren
Ereignisse paarweise unvereinbar sind, und da jedes Ereignis (mit Ausnahiije ats
Vereinigung dieser elementaren Ereignisse geschrieben werden kann. Zum Beispiel kann das
EreignisA ={w,, w,, w, w} , dass der Zahler bei einer 0 als niedrigstwertigem Bit stoppt,
geschrieben werden als

A={od O{e} D{w} O{«},

und folglich ist
1
Al == + += +
PlA =S +2+e

OOI|—\
I\JlH
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2.3. Zufallsgréssen und Erwartungswert

In vielen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie bemuht man sich nicht einmal
darum, das Wahrscheinlichkeitssystd@, 4, P), das wir im vorherigen Abschnitt
besprochen haben, explizit aufzustellen. Stattdessen beginnt man oft damit, passende
"Zufallsgrossen” [random variables] zu bestimmen, die eine humerische Charakterisierung
des Ergebnisses des Zufallsexperiments erlauben, und arbeitet dann direkt mit diesen
Zufallsgrossen. Aber auch wenn die Formulierung des Wahrscheinlichkeitssystems fir die
Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht wesentlich ist, ist sie sicherlich unerlasslich
zumVerstandnidir das, was man tut, wenn man mit der Wahrscheinlichkeitstheorie arbeitet.
Tatsachlich ist der Begriff "Zufallsgrosse" unverstandlich ausserhalb der Formulierung des
Wabhrscheinlichkeitssystems.

Das Wesentliche einer "Zufallsgrosse" ist, wie wir schon im letzten Abschnitt erwahnten,
dass sie eine numerische Quantifizierung des Ergebnisses des Zufallsexperiments liefert.
Dies ist in Fig. 2.3.1 dargestellt, wo wir eine ZufallsgroX¥seeigen. Sie entsteht, indem
dem Ergebniso des Zufallsexperiments eine reelle Zxi{k) zugewiesen wird.

Zufalls- | ® X(w)

experiment

(X(w) OR)
Fig. 2.3.1:Eine Zufallsgrosse X.

Etwas unprazise kdnnen wir sagen, dass eine "Zufallsgrésse" irgendeine reellwertige
Funktion mit dem Definitionsbereic ist. Um die mathematische Folgerichtigkeit sicher-
zustellen, muss man allerdings eine kleine zusatzliche Forderung an die Funktion
X:Q - R stellen, bevor marX als eine "Zufallsgrosse" bezeichnen kann. Streng
genommen mussen wir sagen, dass 2ufallsgrosseeine FunktionX: Q - R ist, so dass

fur jede reelle Zahk die Menge{w: X(w) <% ein Ereignis ist, das heisst, dass die Menge

zu 4 gehort. In Anwendungen wird diese Bedingung praktisch von jeder "vernlnftigen"
Funktion X: Q — R erfillt; es ist schwierig, Funktionen zu konstruieren, die nicht
Zufallsgréssen sind.

Der stochastische Charakter einer bestimmten Zufallsgrosse, nennen Mijristemit
ihrer Verteilungsfunktiorprobability distribution function], welche als Funktion

FCR - R

so definiert ist, dass
Fx () = Al{w: X(w) <4 ]. (2.3.1)

Die Definition einer Zufallsgrosse garantiert uns, dass die Teilmeng@ydre auf der
rechten Seite von (2.3.1) erscheint, ein Ereignis fur jede reelle aht, und ihre
Wahrscheinlichkeit folglich wohldefiniert ist.

[Warnung: In einem Teil der Literatur Uber die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. a. aus
Osteuropa) wird die nicht-strikte Ungleichhed),(die wir in der Definition sowohl der
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Zufallsgrosse als auch ihrer Verteilungsfunktion gebraucht haben, durch die strikte
Ungleichheit (<) ersetzt. Die Wahl zwischegi 'ind "<" ist nicht von grosser Wichtigkeit,
verursacht aber Unterschiede im Detail, besonders wenn andere Ungleichheiten betrachtet
werden. Indem wirg" wahlen, haben wir die in der westlichen Literatur gebrauchlichere
Schreibweise befolgt.]

Es ist einfach, zwei wesentliche Eigenschaften einer Verteilungsfunktion abzuleiten.
Wennx, <X, ist, dann isfw: X(w) <x} O{w:X(«@<x} und folglichF, (x,) < F(x,).
In Worten,

(i) Eine Verteilungsfunktiorf, ist nicht abnehmend.

Weil {w:X(oo)sOo} =Q (man beachte aber, dass keine reelle Zahl ist) und welil
{w:X(w) <-4} =0 ist, gilt die folgende Eigenschaft immer:

(i) lim F () =0 und lim R(¥=1.

Das Wesentliche einer Verteilungsfunktion ist, dass sie eine Funktion ist, die von 0 nach 1
zunimmt (moglicherweise mit einigen Intervallen, wo sie konstant bleibt), wahrend ihr
Argument von—c nach+oco geht. Zwei Beispiele sind in Fig. 2.3.2 gezeigt.

>y

_‘/_f 0 +‘/_g

Fig. 2.3.2: Zwei Beispiele von Verteilungsfunktionen.

Anstatt mit der Verteilungsfunktion einer Zufallsgrésse zu arbeiten, bevorzugt man
normalerweise ihrédbleitung welche dieWahrscheinlichkeitsdichtgrobability density
function] einer Zufallsgroésse genannt wird. Nicht alle Zufallsgréssen haben Wahrschein-
lichkeitsdichten, sogar wenn wir (wie wir es immer tun werden) Diracstésse als Ableitung
erlauben. Glicklicherweise aber haben praktisch alle Zufallsgrossen, denen man in
Anwendungen begegnet, Wahrscheinlichkeitsdichten (wenn man Diracstosse erlaubt). Wir
werdenp, schreiben, um die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsgr¥sge bezeich-
nen. In Fig. 2.3.3 zeigen wir die Wahrscheinlichkeitsdichten der beiden Zufallsgrossen,
deren Verteilungsfunktionen in Fig. 2.3.2 gezeigt wurden. [Es gibt eine Unsicherheit tber
den Wert vonp, (x) bei x =0 und x = 2, da die Ableitung vorF, eine Unstetigkeit in
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diesen Punkten hat. Wir I6sen diese Zweideutigkeit willkirlich, indem wir uns eirpigen,
rechtsseitig stetig [continuous from the right] zu definieren, eine Eigenschalf, diamer
besitzt. Das ist jedoch ein technisches Detail und absolut unwichtig in Anwendungen.]

A Px (X)
1
21 :
. > X
0 21
py ()
miiy OLg
(0 O
4 } _
JE 0 +[E

Fig. 2.3.3: Die Wahrscheinlichkeitsdichten, die zu den
Verteilungsfunktionen in Fig. 2.3.2 gehdren.

Weil p, die Ableitung vonF, ist, folgt aus der Tatsache, ddgsnicht abnehmend ist:

(i) Eine Wahrscheinlichkeitsdichte nimmt in jedem Puxlduf der reellen Achse entweder
einen reellen, nicht-negativen Wert an oder sie enthélt einen Diracstoss mit positiver
"Flache". Das fundamentale Theorem der Analysis, welches Funktionen und die Integrale
ihrer Ableitungen in Beziehung setzt, sagt uns, dass:

[P k= lim F(9 - Im_ F(3.

Dadurch ergibt sich folgende Eigenschaft der Wahrscheinlichkeitsdichte direkt aus Eigen-
schatft (ii) der Verteilungsfunktion:

+00

(ii) [P dx=1 (2.3.2)

Es ist wichtig, ein Gefuhl fir die Bedeutung der Wahrscheinlichkeitsdichte zu
bekommen. Zu diesem Zweck betrachte man das Ereiffoisa< X(w)<B fir
irgendwelche reellen Zahlen a und b i b. Weil

{w: X(w<sh ={w X()<d O{w & X( g B

und weil die Ereignisse in der Vereinigung auf der rechten Seite sich gegenseitig
ausschliessen, folgt, dass
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F(b)=F(a+ Mo = X< }.

Wir sehen nun, dass
A{o: a< Xw<B]= KR(H- K( 2= [ Rp( X dx (2.3.2a)

wobei wir beim letzten Schritt das Grundtheorem der Analysis angewandt haben. In Worten
bedeutet (2.3.2a), dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgrosse X einen Wert zwischen
a und b annimmt, durch Integration vpg(.) Uber dieses Intervall gefunden werden kann.
Aus diesem Grund wird (2.3.2a) oft als

Fla< X< H = T A (X dx (2.3.2h)

geschrieben, wobed'< X < b" die Kurznotation vo{w: a< X(w) < § ist. [Man erinnere

sich, dass Ereignisse und nur Ereignisse Wahrscheinlichkeiten haben kgksideine
Region der reellen Achse bezeichnet, die als Vereinigung disjunkter Intervalle geschrieben
werden kann, ergeben obige Ausfihrungen

A XOR] :J’px(x)dx, (2.3.2c)

wobei wiederum X 0% " die Kurznotation des Ereigniss¢e: X(w) 0K} ist und das
Integral auf der rechten Seite von (2.3.2c) von links nach rechts lber die Intervake, die
bestimmen, berechnet wird. In anderen Worten heisst das, Has8®]| die
Wahrscheinlichkeit ist, dass die Zufallsgrosse X einen Wert im Begeatmimmt. Wir
fassen zusammen:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsgrosse einen Wert in einem B&réatreellen
Achse annimmt, kann durch Integration der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Gber [diesen
Bereich gefunden werden, vorausgesetzt, dass das Integra émistiert.

Es muss aufgepasst werden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Impulse an den
Endpunkten der Integrationsintervalle enthalt. Die Flache der Impulse sollte im Integral
enthalten sein, falls die Impulse sich an einem Punitbefinden. Beispielsweise, wenn

p, (.) einen Impuls an beiden Endpunkten des Intervalles [a,b] enthalt, soll nur die Flache des
Impulses bei b im Integral von (2.3.2b) enthalten sein. Umgekehrt, um die
Wahrscheinlichkeit

M as X<lj:fg<(>9dx

zu finden, soll nur die Flache des Impulses bei a im Integral enthalten sein.

Der Begriff "Erwartungswert" ist von entscheidender Bedeutung in den Anwendungen
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Welhneine Funktionf: R - R und X eine Zufalls-
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grosse ist, dann wird d&rwartungswer{expected value] vorfi(X ) mit E[f(x)] bezeichnet
und durch das Integral

+0o

E[f(X)] = [(x)P,(x) dx (2.3.3)

definiert [vorausgesetzt natirlich, ddssind p, so beschaffen sind, dass das Integral Sinn
ergibt]. Nichts hindert uns darafiix) =x zu setzen fur allec LU R. In diesem Fall wird
(2.3.3)

+00

E[X] = [xpy(¥) dx (2.3.4)

Diese ZahlE[ X] wird Mittelwert [mean] vonX genannt. Die Wahi(x) =x" fiur alle x L. R
und n als positiver ganzer Zahl gibt

+00

E[XT] = [x"py(X) dx (2.3.5)

welches dasi-te Momenwvon X genannt wird. Der Mittelwert voiX wird oft mit my
bezeichnet. Mit dieser Notation kénnen wir in (2.3.3) die W) = (x —m, )° treffen, um
einen sehr wichtigen Erwartungswert zu definieren, devailanzvon X nennen und mit
Var| X] bezeichnen:

varfX] = E[(x -m, ). (2.3.6)

Zu beachten ist, dass

VarX] = T(x -m,)%p, (X) dx

= [(x* ~2m,x +m, ) (%) dx

= ?XZDX(X)dX-Zn&}oX&(@ dx+ ﬂif R( X dx
= E[X?] - 2m, m, + ¢
ist, was die sehr nutzliche Beziehung
varX] = E[X*| - (E[X])’ (2.3.7)

ergibt. In Worten heisst dies, dagi® Varianz einer Zufallsgrosse gleich dem zweiten
Moment minus dem Quadrat des ersten Moments ist
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2.4. Zufallsvektoren und Erwartungswert

In den meisten der interessanten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie hat
man es mit mehreren Zufallsgrossen im selben Wahrscheinlichkeitssystem zu tun. Mit einem
n-dimensionalen Zufallsvektfm-dimensional random vector] meint man nichts anderes als
ein n-TupelX = (Xl,X 2y X n), dessen Komponenten Zufallsgréssen sind.

Die (n-dimensionaleYerteilungsfunktiorjprobability distribution function] eines
solchen ZufallsvektorX ist die FunktionF,: R" - R so, dass fiir jedes= (xl, x2,...,xn)
in R"

L U
F(X) = P@'}{w: X (w) < x} 0 (2.4.1)
=1

gilt. Wir beachten, dass durch die Definition einer Zufallsgrosse die I\/{engxi(w) sxi}
immer ein Ereignis (das heisst, eine Menge 4n ist, und folglich ist auch
N _{w:X;(w)<x} immer ein Ereignis, weilr eine Sigma-Algebra ist. Es folgt, dass die
Wabhrscheinlichkeit auf der rechten Seite von (2.4.1) immer wohldefiniert ist, oder aquivalent,
dassF, immer eine wohldefinierte Funktion fur jede Wahl der Zufallsgro3sgix, ... X,
ist. FUr n =1 reduziert sich naturliclr, zur VerteilungsfunktiorF, der Zufallsgrosseix, .

Wenn x = (X,, X,,...,X,) und x& (x,©x,8...,x,@, wobei fur ein gewisses(]1<j<n)
Xj <X;¢ jedochx; = x;fur i # j, dann gilt

{w: X (wsx} O (j{ w X, (@ =x}.

Folglich ergibt sich aus (2.4.1), daBg(x) < F, (@ ist. In Worten ausgedriickt:

() Eine n-dimensionale Verteilungsfunktidy ist fur feste Werte flr
irgendwelchen -1 Komponenten ihres Argumenis= (X, X, -..,X,),
eine nicht abnehmende Funktion der tbrigbleibenden Komponente ihres
Arguments.

n
i=1

Fur eine bequeme Notation richten wir unsere Aufmerksamkeit auf die letzte Komppnente
X, von X = (xl, X5, ..xn), aber das Resultat, das wir herleiten, gilt ebenso fiir irgengleine
Komponente. Wei{w: X, () < - o} =0 ist, folgt aus (2.4.1)

lim F(x,...,%,) =0.

PR IA
Xna—OO

Interessanter ist, weflko: X, (w) < + o} = Q ist, dass aus (2.4.1) weiter
lim F(Xy...,X,) = Pﬁ]{w: X (w) < x} ]
Xp o0 = -

= Fxlmxn_l(xl,...,xn_l)
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folgt. In anderen Worten heisst das, dass diglimensionale) Verteilungsfunktion fOf
vollsténdig die Wahrscheinlichkeitsverteilung fur irgendeinen Zufallsvektor wie zum Beispiel
(X,..., X 1), der ein "Subvektor" voiX ist, bestimmt. Wir fassen zusammen:

(i) Furirgendein (1< j<n) ist

lim Fy (X %,) =0 (2.4.2)
und |
lim F(Xy..., X,) = Fxl-..xi_lxm--xn(xl""’ T SR ) (2.4.3)

Diese Eigenschaften (i) und (ii) sind die zwei wesentlichen Charakteristiken -aiimaen-
sionalen Verteilungsfunktion.

Fur Zufallsvektoren wie auch fur Zufallsgrossen ist es normalerweise bequemer, eher mit
Wahrscheinlichkeitsdichten (wenn diese existieren) als mit Verteilungsfunktionen (diese
existieren immer) zu arbeiten. Dhedimensionale Wahrscheinlichkeitsdicfriedimensional
probability density functionp, des Zufallsvektorx = (Xl,X gyee s X n) ist als "Ableitung"”
von F, so definiert, dass

0"F,

px(Xl,...,Xn)ZW(Xl,...,Xn), (244)

vorausgesetzt, dass diese partiellen Ableitungen existieren (zumindest wenn wir in Analogie
zum eindimensionalen Fall den Gebrauch von mehrdimensionalen Diracstossen erlauben).

Die folgenden zwei Eigenschaften ergeben sich direkt aus den entsprechenden Eigenschaften
von K.

() Eine n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nimmt in jedem
Punkt x = (xl, xz,...,xn) in R" entweder einen reellen, nicht-negativen
Wert an oder enthalt einen Diracstoss positiver "Flache".

(ii) J’px(xl,..., X, ) dx, = pxl...xj_lxm..xn(xlv-” >§_1,>J(+1,...,>|g). (2.4.5)

Die Funktionp,(.), wobei X = (Xl,X gree s X n), wird oft Verbundwahrscheinlichkeitsdichte
[joint probability density function] der Zufallsgrossén, X ,,...,X , genannt.

Es scheint beinahe unndétig zu sagen, dass die Interpretation der Verbundswahrscheinlich-
keitsdichtefunktion eines Zufallsvektors grundsatzlich gleich ist wie die der Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion einer einzelnen Zufallsgrésse. Um die Wahrscheinlichkeit, dass der
Zufallsvektor X = (X, X ,,...,X ,) einen Wert innerhalb des Bereichesles n-dimen-
sionalen Euklidischen Raumes annimmt, zu berechnen, muss emféghiiber diesen
Bereich integriert werden, d.h. -

AX0OR] = [ px (¥ dx.
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Wir heben wiederum hervor, dass die Notatigh(M® " die Kurznotation des Ereignisses
ist, das ausgeschrieben dts: X(w) 0%} notiert wird. Selbstverstandlich mugseinen
Bereich darstellen, fur den das Integral Gber diesen Bereich existiert.

Wenn f eine Funktiorf : R" - R undX ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist, dann wird
derErwartungswer{expected value] vo(X) als E[f(X)| bezeichnet und durch das
dimensionale Integral

+00 +0o

E[f(X)] = [ If (X oo X )ax . 0, (2.4.6)

—00 —00

definiert [wiederum vorausgesetzt, ddssnd p, so beschaffen sind, dass dieses Integral
sinnvoll ist]. Um die Notation einfach zu halten, werden wir (2.4.6) oft als Kurznotation

E[f(X)] = ]o‘of ()P (x)dx (2.4.7)

schreiben.
Bei weitem die wichtigste Eigenschaft der Erwartungswerte ist die Linearitéat.

Die Linearitdt des Erwartungswerte®Wenn f, und f, reellwertige Funktionen mit
DefinitionsbereictRI' sind, wennc, und c, reelle Zahlen und ein n-dimensionaler
Zufallsvektor ist, dann gilt

B[ fi(X) + ¢ f(X)] =c [ (X)] +c FFAX)]- (2.4.8)

Die Giltigkeit von (2.4.8) wird folgendermassen bewiesen:

+x

Elc £,(X) + ¢, X)) = [(c4ffx) +c ,f £x))px (x)dx

-0

+00

—clj'f x) dx + czj'f (¥ dx

=c, {(X)] +c,Hf,(X).

Der Leser oder die Leserin sollte beachten, dass (2.4.8) naturlich auch fir den speziellen Fall
n=1 gilt, wo X eine gewdhnliche Zufallsgréssé ist. Folglich kann zum Beispiel die
Gultigkeit der Gleichung (2.3.7) folgendermassen gezeigt werden, wobei wir uns die
Tatsache zu nutzen machen, dags= H X] ist:

vaiX] = E[(X ~m,)’] = § X* ~2m, X + ]
= E[X?| -2m, g X] + m;
= E[X?] - (E[X])".
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Die ZufallsgrossenX,, X ,,...,X, nennt marstatistisch unabhangigoder einfach
unabhangig, wenn ihre Verbundverteilungsfunktion in das Produkt ihrer einzelnen
Verteilungsfunktionen zerlegt werden kann, das heisst, wenn

Froox, (X %) = B (%) B (%) - K. (%) firallex,...,x, gilt.

Wenn alle Wahrscheinlichkeitsdichten wohldefiniert sind, erkennt manda¥s,,... X ,
genau dann statistisch unabhangig sind, wenn

gilt. Die statistische Unabhangigkeit von mehreren Zufallsvektoren ist analog definiert.

Es lohnt sich, an dieser Stelle Uber die Interpretation eines Zufallsvektors
X= (Xl,X 21X n) im Sinne des zugrundeliegenden Zufallsexperiments nachzudenken.
Diese Interpretation ist in Fig. 2.4.1 gezeigt. Wichtig zu beachten ist, dass wir, jedesmal wenn
wir das Zufallsexperiment durchfiihren, genau ein Ergebeitalten, aber wir erhalten auch
einen Wert vorjeder der ZufallsgrosserX,, X ,,...,X .. Gleichbedeutend erhalten wir,
jedesmal wenn wir das Zufallsexperiment durchfiihren, ein Ergebnis des Zufallsexperiments,
aber wir erhalten auch einen Wext=(X,(w), X ,(),...,X ,(«)) des Zufallsvektors
X= (xl,x 21X n). Wenn man diese Interpretation des Zufallsvektors gut versteht, wird

man keine Schwierigkeiten haben zu begreifen, was unter einem "stocha-stischen
zeitdiskreten Signal”, wie im n&chsten Abschnitt definiert, verstanden wird.

» X, (w)
Zufalls- W :
experiment
| X0l X,

Fig. 2.4.1:Ein ZufallsvektorX = (X;,X ,,....X ).

2.5. Stochastische Prozesse

Bezeichnen wirR als Menge aller Zufallsgréssen, die man in einem gegebenen
Wahrscheinlichkeitssysteff®, 4, P), definieren kann. Dann kénnen wir eiresitdiskreten
stochastischen Prozefdiscrete-time stochastic process], sagen Xif, als irgendeine
Funktion mit DefinitionsbereictizZund Bildbereich®X. definieren. Mit anderen Worten
heisst das, dass fiir jede ganze ZaM[k] eine Zufallsgrosse ist. (Wir bemerken, dass der
Ausdruck Zufallsprozess[random process] gleichbedeutend mit dem Ausdruck
stochastischer Prozegstochastic process] gebraucht wird.) Das ist eine sehr einfache
Definition, aber man muss ihre Interpretation grtindlich verstehen.
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In Fig. 2.5.1 geben wir die Interpretation eines zeitdiskreten stochastischen Prozesses
vom Standpunkt des zugrundeliegenden Zufallsexperiments wiederX{kgikine Zufalls-
grosse und folglich eine Funktion mit Definitionsberefetund BildbereichRlIist, sind wir
gezwungen, den Wert vax[k] beim Punktw als X[k](w) zu schreiben, selbst wenn dieser
Doppelgebrauch der Klammern zuerst ein wenig ungewohnt scheinen mag. Jedesmal wenn
wir das Zufallsexperiment durchftihren, erhalten wir genau ein Ergelatamit einen Wert
von jeder der Zufallsgrossexik] fir alle k C Z. Wenn wir x[K] fir diesen spezifischen
Wert oder fir diese spezifische "Realisierungk](w) von X[k] schreiben, dann kdnnen
wir sagen, dass wir eine Realisierux]d des zeitdiskreten stochastischen Prozex4ds
wobei x[] ein reelles zeitdiskretes Signal ist, erhalten haben.

Mit anderen Worten heisst dies, dasse Realisierung eines zeitdiskreten stochastischen
Prozesses immer ein reelles zeitdiskretes SignalMetin wir das Zufallsexperiment
durchfuhren, erhalten wir ein Ergebnis und damit eine zeitdiskrete Funktion als
entsprechende Realisierung des zeitdiskreten Zufallsprozesses. Obwohl wir deqikjvert

der ZufallsgrosseX[k] als "friher" ankommend als den Weijk +1 von X[k +1]
interpretieren werden, muissen wir uns bewusst sein, dass das Ergelohess
Zufallsexperiments in einem gewissen Sinne "gleichzeitig" alle Komponenten des
stochastischen Prozesses bestimmipdanevollstandigeBeschreibung des Ergebnisses

des Zufallsexperiments sein muss. Es schadet nicht, das Zufallsexperiment von einem Wesen
durchgefuhrt zu denken, das jenseits der Zeit existiert. Dieses Wesen sieht das ganze Signal
x[], die Realisierung vorX[], wenn es das Zufallsexperiment durchfiihrt, aber dieses
Wesen "Ubermittelt” uns armen Kreaturen, die innerhalb der Zeit existieren mussen, die
erhaltenen Komponenten voii] sequentiell.

Es sollte nun klar sein, dass das, was mit eiswuhastischen zeitdiskreten Signal
gemeint ist, nicht mehr und nicht weniger alszsitdiskreter Zufallsprozess.

+— X[-1](.) —» X][-1](w)

= X[0](.) X[0](w)

Zufalls- W

experiment L e [X[10) X[1](w)
+—| X[2](.) [— X[2](w)

Fig. 2.5.1:Ein zeitdiskreter stochastischer Proz¥$3.



3. Die z-Transformation 23

Kapitel 3
Die z-Transformation

3.1. Einflhrung

Die z-Transformation ist ein Werkzeug, um ein zeitdiskretes Signal in einer alternativen
Weise darzustellen. Sie bringt oft viel Einsicht in die Natur des Signals, und dies fuhrt zu
analytischer Einfachheit bei der Beschreibung, wie solche Signale von linearen Systemen
modifiziert werden. Allerdings beinhalten intuitive Behandlungen der z—Transformation oft
naturgegebene Widerspriche, die sehr verwirrend und stérend fur den Studenten oder die
Studentin sein kdnnen. In diesem Abschnitt beschreiben wir derartige Fragen, die in solchen
intuitiven Behandlungen der z-Transformation nie beantwortet werden. Danach werden wir
eine genaue, aber trotzdem einfache Behandlung darstellen. Unser Ziel ist die Erarbeitung der
mathematischen Exaktheit [rigor], die man braucht, um die z-Transformation zu verstehen,
aber wir wollenSturheit[rigor mortis] vermeiden.

Wir nehmen an, dasf.] ein komplexes zeitdiskretes Signal ist. [Die Theorie der
z-Transformation ist fir komplexe Signale genau so einfach wie fur reelle Signale zu
entwickeln; die Verallgemeinerung, komplexe Signale zu erlauben, ist aber sehr ntitzlich, wie
wir spater sehen werden.] Intuitive Behandlungen der z-Transformation beginnen
normalerweise mit der "Definition" der z-Transformation ¢, die durch die Funktion
F(.) mit

Fi29= Y [k 2%, 3.1.1
(2) k:z_m[ ] (3.1.1)
gegeben ist, wobez eine komplexe Zahl ist. [Einige Autoren verlangen, ddgsein
kausales Signal ist, sodass die Summe éb&ich zur Summe voik = 0 bis + « reduziert,
aber das vermeidet nicht alle Probleme, die wir bald beschreiben werden.] Als ein sehr
spezielles Beispiel wollen wir die Einheitsschrittfunktiu[w.] betrachten. Ihre z-Trans-
formation istU(.), wobei

U(z) = :Zoz_k

=1+z71 47272 +..

(3.1.2)

Eine offensichtliche erste Frage ist: Was ist der Definitionsbereich der Furkish Es

kann bestimmt nicht die ganze komplexe Eb@rseih, weil die Reihe in (3.1.2) flgj<1
divergiert. Diese Reihe konvergiert fig>1, somit kdnnen wir annehmen, dass der
Definitionsbereich vonU(.) die Menge {z:|2>3, das heisst, das Aussere des
Einheitskreises in der komplexen Ebene, ist. Die Reihe in (3.1.2) ist eine geometrische Reihe,
die fiir|z>1zu
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U(z) = <= . (3.1.3)

konvergiert.

Tatsachlich wirden praktisch alle Autoren sagen, dass die z-Transfortdigrteurch
(3.1.3) gegeben ist, und zwar fir alle mit Ausnahme des Punktes 1, fir welchen die
rechte Seite von (3.1.3) keinen Wert &iannimmt. Folglich wiirde es scheinen, dass fur
den Definitionsbereich vob)(.) die ganze komplexe Ebene ohne den Punkl gewahit
werden sollte.

Betrachten wir nun die zeitdiskrete Funktiff] mit f[k] = -1 fur k<0 und f[k] =0
fur k 20, das heisst[] = —u[-. -1] . Die "Definition" (3.1.1) ergibt

=-z3z7. (3.1.4)

Die Potenzreihe in (3.1.4) divergiert fizt>1, aber konvergiert fijz <1 zu 1/(1-2).
Folglich sind wir gezwungen zu sagen, dass

F(2)

ist und daraus zu folgern, dass der DefinitionsbereichR{grdie komplexe Ebene ohne den
Punktz =1 ist.

z

Damit haben wir ein Dilemma: Sowohl die Einheitsschrittfunktigh als auch ihre
negative, zeitumgekehrte und verschobene Ver§ipr —u[ —. —1] haben exakt die gleiche
z-Transformation! Folglich scheint es, dass keine "inverse Transformation™" existieren kann,
was bedeuten wirde, dass die z-Transformation praktisch unbrauchbar ist. Es sollte dem
Leser ersichtlich sein, dass die Konvergenz von Reihen hier eine wesentliche Rolle spielt. Um
Ordnung in die Angelegenheit zu bringen, missen wir einige Tatsachen uber die Konvergenz
von Reihen gebrauchen, die wir im nachsten Abschnitt besprechen.

3.2. Potenzreihen und Laurentreihen

Unter einer (komplexen) Reihe [series] versteht man eine unendliche Summe der Form
Z°°_ a,, wobei die Ausdriicke, komplexe Zahlen sind. Nehmen wir an, dass die

i=0
Teilsumme

1=0
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fur jede positive ganze Zahl n bezeichnet. Sie besteht aus denretstedummanden der
Reihe. Beachte, dags, immer eine komplexe Zahl ist. Man sagt, dass die Reihe gegen die
komplexe Zahly konvergiertfalls lim A, =y ist und schreibt dann

>a=y.

Wenn lim A, nicht existiert, sagt man, die Reitieergiert. Weiter sagt man, dass die Reihe
absolut konvergiertvenn die assoziierte ReihEZO la| konvergiert. Absolute Konvergenz
impliziert Konvergenz, aber nicht umgekehrt. Eine sehr nette Eigenschaft einer absolut
konvergenten Reihe ist, dass jede Reihe, die man dimaruppierenihrer Ausdriicke

erhalt, gegen dieselbe komplexe Zahl wie die urspringliche Reihe konvergiert und ebenfalls
absolut konvergiert; Gberdies haben nur absolut konvergente Reihen diese wichtige

Eigenschaft deinvarianz unter Umgruppierung.

Unter einer (komplexerfotenzreihdpower series|C(x) versteht man eine unendliche
Summe der Form

C(x) :ic,x', (3.2.1)

wobei die Koeffizienterc, komplexe Zahlen sind unxl eine komplexe Variable ist. Man
sagt, dass die Potenzreifiéx) an der Stellex = x,,, wobei x, C € ist, konvergiert falls die
Reihe

Zcixio,
1=0

sagen wir gegen , konvergiert, und schreibt dar@(xo) =y; andernfalls sagt man, dass die
PotenzreiheC(x) an der Stellex = x,, divergiert Man sagt weiter, dasg(x) an der Stelle

X = X absolut konvergiertwenn die obige Reihe absolut konvergiert. Die Haupteigenschaft
der Konvergenz von Potenzreihen ist im folgenden beriihmten Theorem festgehalten:

Cauchy-Hadamard Theoreienn eine Potenzreihe weder tUberall konvergiert noch tberall
divergiert, dann gibt es eine positive reelle ZahgenannKonvergenzradiugradius of
convergence], so dass die Potenzreihe fur alle komplexen Zahlen x, |Weheiabsolut
konvergiert und firr allex, wobei|x| > r, divergiert. Uberdies ist

1
r=————.

Sei B,,B,,Bs,... eine Sequenz reeller Zahlen. Dienes superiordieser Sequenz ist die
kleinste obere Grenze der reellen Zaherfur die 3, >3 fur unendlich vielei gilt. Man
schreibtlim supB, =B. Gilt B, >3 fir unendlich vielei fur alle reellenf3, dann ist
lim sup[3'f§ + 0. Gibt es keine reellen Zahlgh fir die 3, > flr unendlich vielei gilt,
dann istlim sup, = — . Folglich existiertlim sup, immer. Derimes inferiorist analog
definiert[Wenqlingo B, existiert, dann ist natiirlickm supp, = lim inf B, = lim (.

| -
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Beispiel 3.2.1:
@) B =(-1 O lim supp, =1 liminf B, = -1
lim 3, existiert nicht.
2 B=(2 O limsupp =+  liminfB =~
lim (3, existiert nicht.
3) B =-2 [ limsupB; = liminfB, =limp =—-
4) B = —%g O limsupB; = liminfB, =1lim B, =0
1 ungeradei . o
5) B =0, . O limsupp =+  lminfp =1
%‘ gerade i oo oo

lim {3, existiert nicht.

Die Potenzreihe (3.2.Xpnvergiert Uberal(das heisst, fur allelxC) genau dann, wenn
(3.2.2) formalr = + oo ergibt, unddivergiert tUberall,wenn (3.2.2) formak =0 ergibt.
Folglich kbnnen wirr immer derKonvergenzradiugennen, sogar in diesen Extremfallen.
Wenn jedoch|x|=r ist, kann alles passieren! Die Potenzreihe mjt=0 und
c =1/i™ wobei m eine nicht-negative ganze Zahl ist, hat den Konvergenznadiuiir
alle m. Aber sie konvergiert fir alle mit [x =1, wennm = 2 ist. Hingegen divergiert sie fur
alle diesex, wennm =0 ist. Und schliesslich konvergiert sie fir einige von diesen x (zum
Beispiel furx = 1) und divergiert fir andere (zum Beispiel ix= 1), wennm =1 ist.

Die obigen Betrachtungen zeigen, dass es sehr natirlich ist, eine (komplexe) Potenzreihe
mit positivem Konvergenzradiusals eine komplexwertige Funktion zu betrachten, deren
Definitionsbereich dakneredes Kreises mit Radiusist, welcher im Ursprung der kom-
plexen Ebene zentriert ist.

Betrachten wir als néachstes die Reihe der Form
B(x)=Y bx™, (3.2.3)

wobei die Koeffizienten komplexe Zahlen sind uneine komplexe Variable ist. Dies ist

eine Potenzreihe mit der Variablgr= x ™ (wobei wir b, = 0 in unserer Potenzreihe verlangt
haben, aber das ist unwichtig). Genau dieselben Argumente wie oben zeigen, dass diese
Reihe fur allex ausserhalbdes Kreises mit dem Radiusum den Ursprung absolut
konvergiert, und im Inneren dieses Kreises divergiert. Dieser Konvergenznadsis
gegeben durch

r=limsupb| . (3.2.4)

| > 00
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Wieder ist es naheliegend, sich diese Potenzreiketjrwenn ihr Konvergenzradius r positiv
ist, als eine komplexwertige Funktion vorzustellen, deren Definitionsberei¢kudasredes
Kreises mit Radius und Zentrum im Ursprung der komplexen Ebene ist.

Unter einelLaurentreiheD(x) versteht man die Summe zweier unendlicher Summen des
folgenden Typs:

D(x) = 2dixi + i d x", (3.2.5)

wobei die Koeffizienterd, und d_, komplexe Zahlen sind, und eine komplexe Variable
ist. Man siehtD(x) ist gerade die Summe der Potenzre@tf&) in (3.2.1) mitc, = d, und
der Potenzreihe (iR™) B(x) in (3.2.3) mitb, = d.,.

Wenn r, der Konvergenzradius vo@(x) und r, der Konvergenzradius voB(x) ist,
konvergiertD(x) folglich nirgends wenm, <r,. Ist aberr, >r,, dann konvergierD(x)

absolut fur allex im Inneren des Ringasit Zentrum im Ursprung, mit Innenradius und
Aussenradius,, wahrend sie tberall im Ausseren des Ringes divergiert. Es ist deshalb sehr
natdrlich, eine Laurentreihe als eine komplexwertige Funktion zu betrachten, deren Defini-
tionsbereich das Innere dieses Ringes ist. Wir bemerken hier, dass man (3.2.5) normaler-
weise als

+o00

D(x) =} dX (3.2.6)

schreibt, aber dies ist eigentlich nicht korrekt, da es die Reihenfolge der zu bildenden Summe
nicht angibt. Obwohl dies so ist, werden wir dem Ublichen Gebrauch folgen und eine
Laurentreihe wie in (3.2.6) schreiben, aber wir machen den Leser und die Leserin darauf
aufmerksam, dass eigentlich die Summe von zwei Potenzreihen (eineish die andere in

x 1) gemeint ist, wie in (3.2.5) angegeben.

Wenn die Potenzreih€(x) in (3.2.1) einen positiven Konvergenzradiubat und folg-
lich eine komplexwertige Funktio@() mit Definitionsbereich{x:|x| <|} definiert, wie
oben beschrieben, dann garantiert die absolute Konvergenz der PotenzreihexXuimalle
diesem Definitionsbereich, dass dibleitung C'(.) Uberall in diesem Definitionsbereich
existiert und durch die Potenzreihe

C=3> ic;x'

1
1=1

(3.2.7)

0

=5 (43,

gegeben ist und durdjliedweise Differenzierunder PotenzreiheéZ(x) erhalten wird;
uberdies hat die Potenzreif®(x) genau den gleichen Konvergenzradiusie die Potenz-
reihe C(x). Diese Eigenschaft der Ableitung gilt ebenso fir die komplexwertigen Funktionen
B(x) und D(x) mit den Definitionsbereichefx:|x|>1 und {x:r, <|x <r}, gegeben
durch die Potenzreihe (3.2.3) respektive durch die Laurentreihe (3.2.6).
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Wir erinnern uns jetzt daran, dass eine komplexwertige Funi&{dn deren Defini-
tionsbereich eineffeneTeilmenge der komplexen Ebene ist (das heisst, fur jgdas
diesem Definitionsbereich existiert eine gentigend kleine Umgebung [neighborhoad] von
so, dass diese Umgebung eine Teilmenge des Definitionsbereiches ist), genanadann
lytisch im Punktx, in diesem Definitionsbereich genannt wird, wenn es eine gentgend kleine
Umgebung vonx, gibt so, dass die Ableitun§@.) von F tberall in dieser Umgebung
existiert. Die FunktionF()) wird analytischoderholomorphoderregular [analytic]
genannt, wenn ihr Definitionsbereich eine offene, zusammenhangende Teilmenge der kom-
plexen Ebene ist und sie bei jedem Puxkin ihrem Definitionsbereich analytisch ist. Wir
sehen, dass die oben definierten Funktio®¢), B(.) und D(.) analytische Funktionen
sind, falls ihre Definitionsbereiche nicht leer sind.

Analytische Funktionen haben viele bemerkenswerte Eigenschaften. Vielleicht die Ein-
drucksvollste ist im folgenden Theorem festgehalten.

Eindeutigkeitssatz fur analytische Funktiofiegniqueness Theorem for Analytic Functions]:
Wenn zwei analytische Funktionen in einer Umgebung eines gewissen Punktes in der
Schnittmenge ihrer Definitionsbereiche oder entlang irgend eines Weges von endlicher
Lange in dieser Schnittmenge gleich sind, dann sind sie tberall in der Schnittmenge ihrer
Definitionsbereiche gleich.

Dieses Theorem impliziert den Begriff daralytischen Fortsetzur{gnalytic continuation].

Wenn F(.) und F,(.) analytische Funktionen mit den Definitionsbereicti®nrespektive

D, sind so, das®, n D, # 00, und fallsF,(2) = F(2 ist fur allezODn D,, dann ist die
Funktion F(.) mit F(z) = F(2 fur zOD, und F(2) = (2 fur zOD, analytisch im Defi-
nitionsbereichD = D, (0 D,. Man sagt, dask,(.) die einzige analytische Fortsetzung @n

in der TeilmengeD, n D] der komplexen Ebene ist. Folglich kann jede analytische Funktion
durch analytische Fortsetzung auf eine einzige Art zu einer analytischen Funktion, deren
Definitionsbereich nicht weiter vergrossert werden kann, erweitert werden. Diese
letztgenannte Funktion wird einfach diealytische Fortsetzunder vorherigen Funktion
genannt.

In der Theorie der komplexen Funktionen wird gezeigt, dass die einzigen analytischen
Funktionen, deren Definitionsbereich die komplexe Ebene mit Ausnahme von endlich vielen
Punkten, digationalen Funktionesind, das heisst, die Funktion&f) mit

F(X) = 2, (3.2.8)

wobei P(X) und Q(x) Polynome sind. Die Punkte, bei denenF(.) nicht analytisch ist
[unter der Annahme, dass der grosste gemeinsame Teiler der Polip(emand Q(x) 1 ist,
das heisst, dass diese Polynotederfremd sind], sind einfach die Nullstellen des
Nennerpolynom€)(x); diese Punkte werdePolstellen[poles] der rationalen FunktioR
genannt.

Als Beispiel betrachten wir die analytische Fortsetzung A(z) der analytischen Funktion, die
durch die geometrische Reihe
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A(x) = ixi

gegeben ist. Diese Reihe definiert eine analytische Funktion mit Definitionsbereich
{x 2 X <]} . In diesem Definitionsbereich stimmt diese Funktion mit der rationalen Funktion
= Uberein. Folglich ist ihre analytische Fortsetzung die rationale Funidionvelche
uberall in der komplexen Ebene, ausgenommen bei ihremx Pol, analytisch ist. Also
durfen wir schreiben:

A(x):ﬁ.

3.3. Die z-Transformation

Jetzt endlich konnen wir definieren, was die z-Transformation ist. Die z-Transformierte
des zeitdiskreten Signaf§] ist die analytische Fortsetzurg.) der analytischen Funktion,
die durch die Laurentreihe

+ 00
F9)= S flk] 2 (3.3.1)

k=—00
definiert ist und deiKonvergenzbereicfROC: region of convergence) die Menge
{z: r,<|Z4< r]} wobei r; der Konvergenzradius der Potenzreihenkomponente der
Laurentreine und, der Konvergenzradius der Potenzreihnenkomponeré ider Laurent-
reihe ist. Wenr, 2, ist, dann existiert die z-Transformation vfjt} nicht. Wennr, = 0 ist,
sagen wir einfach, dass die ROC die Mel{1ge|z| < r]} ist. Es ist wichtig zu beachten, dass
die ROC [Konvergenzbereich] eine Eigenschaft des zeitdiskreten Sf§halad nicht eine
Eigenschaft ihrer z-Transformiertd#.) ist. Wir heben diese Tatsache hervor, indem wir
ROC(f[]) schreiben, um diesen Konvergenzbereich zu bezeichnen. Zum Beispiel sehen wir
aus den Berechnungen, die wir im Abschnitt 3.1 durchgefiihrt haben,uffassnd
-u[-. -1 dieselbe z-Transformiertg; haben, aber dass

RO ])={zl2>4
und
Rod-J-.-1) ={z|z<}.

Wir erkennen, dass die Schnittmenge dieser zwei Konvergenzbereiche leer ist, was wir
ebenso aus dem Eindeutigkeitssatz der analytischen Funktionen hatten folgern kénnen.

Beispiel 3.3.1: Betrachte die rechtsseitige Exponentialfunitfipngegeben durch
flk] = a“u K, (3.3.2)

wobei a jede beliebige komplexe Zahl sein kann. (3.3.2) in (3.3.1) eingesetzt, ergibt die
Laurentreihe
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F(z)=Y akz7™, 3.3.3
(2) kzo (3.3.3)

welche gerade eine Potenzreiheyin z™* ist. [Hier ist es passender, den Term ki 0
eher als Teil der Potenzreihe4i anstatt -- wie in (3.2.5) -- als Teil der Potenzreihe in z zu
betrachten. Es sollte klar sein, dass man den Ternk 10 als Teil einer der beiden
Potenzreihen, in welche sich die Laurentreihe zerlegt, betrachten kann, ohne jegliche An-
derung der obigen Theorie der Laurentreihen.] Fur jede komplexezzablhat die Reihe
die folgenden Partialsummen, welche wir rijf(z) bezeichnen:

@) =; @z')
=1+(az ) +(@z)? +..+@ 7Y, bz <L
Multiplizieren mit1— (az™) ergibt
(1-az')F(2) =1-(azH)""
und folglich, firz £ a,

l_ (az—l)n+l
1-az*

F.(2) = (3.3.4)

Wir sehen aus (3.3.4), da:hsn F.(2 dann und nur dann existiert, we*mz ‘<1 oder
gleichbedeutend, werig > |a| ist; in diesem Fall erhalten wir

. 1 z
IimFE (z)= = ) 3.35
mh@ 1-az' z-a ( )

Folglich ist die Laurentreihe (3.3.3) in ihrem Konvergenzber{ak:ﬂuzl >|0(} identisch mit

der rationalen Funktior=(.) mit F(z) = z/(z- a), welche wiederum in der ganzen kom-
plexen Ebene, ausgenommen dem Punkta, analytisch ist. Es folgt aus dem Ein-
deutigkeitssatz der analytischen Funktionen, dass diese rationale Furlitatsachlich

die analytische Fortsetzung der Funktion ist, die durch die Laurentreihe (3.3.3) in ihrem
KonvergenzbereictRO([.]) :{z: |2t>|0(} definiert ist. Aber es ist wichtig zu beachten,
dass die Laurentreihe (3.3.3) die Werte der FunkEQj fur z ausserhalb des Konver-
genzbereichsicht spezifiziert — es ist der Prozess der analytischen Fortsetzung, der die
Funktion F(2) fur diejenigenz mit |7 <|a| (ausgenommen den Punkt a) spezifiziert.
Zusammenfassend haben wir in diesem Beispiel gezeigt, dass die rechtsseitige Exponential-
funktion f[] in (3.3.2) ein komplexes zeitdiskretes Signal ist, dessen z-Transformierte die
rationale FunktionF(.) ist, gegeben durch

fur alle komplexen Zahlen ausgenomnzena und dessen Konvergenzbereich
RO M]) ={z:| z|>|a } (3.3.7)

ist.
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In den folgenden Abschnitten werden wir nicht immer so wéhlerisch mit der Notation
sein, wie wir es im obigen Beispiel gewesen sind. Manchmal werden wir zum Beispiel solche
Resultate wie diejenigen im obigen Beispiel wie folgt schreiben:

V4
Z—d

z{a*u[k} = (3.3.8)

und

ROqa* [ K)={z] Z>[a} . (3.3.9)

Die Notationz{f[k]} auf der linken Seite von (3.3.7) bezeichnet die z-Transformation der
zeitdiskreten Funktiori[.], fur welchef[k] so spezifiziert ist, und die Notation auf der
rechten Seite bezeichnet die Funkti(r) fir welcheF(z) so fur alle z spezifiziert ist, dass
dieser Ausdruck eine komplexe Zahl als Wert ergibt. Analog bezeichnet die Notation
ROC(f[k]) den Konvergenzbereich der Laurentreihe, bestimmt durch die zeitdiskrete Funk-
tion f[.], fir welchef[k] so spezifiziert ist. Das sind natirliiissbrauche der Notatign

aber Missbrauche der Notation sind oft bequem — und nicht geféahrlich, vorausgesetzt, man
verstehigenay wie die Notation missbraucht wurde.

Zwei Laurentreiherngeren Konvergenzbereich eine nicht-leere Schnittmenge halgen
welche gegen die gleiche analytische Funktion in dieser Schnittmenge konvergieren, missen
identische Ausdricke haben. Folglich existiertidieerse z-Transformatiommer — aber
wir mussen etwas Uber den Konvergenzbereich (der Laurentreihe) des zeitdiskreten Signals
wissen, bevor wir diese inverse z-Transformation berechnen kénnen. Es folgt aus dem Ein-
deutigkeitssatz der analytischen Funktionen, dass es genugt, irgend eine Kurve (wie klein
auch immer) zu kennen, die im Konvergenzbereich liegt. Weil aber der Konvergenzbereich
der Laurentreihe immer die Forfa: r, <|Z <t} hat, sehen wir, dass es zur Berechnung der
inversen z-Transformatiogenigt, irgendeinen Punkt im Konvergenzbereich zu kennen
da wir dann wissen, dass der Kr:%izs: |4=|z} im Konvergenzbereich liegt. (Dies sollte
dem Leser helfen zu verstehen, warum rf{ih durch Integration vork F(z) 2™ entlang
eines solchen Kreises berechnen kann, wie in den Ubungen zu zeigen ist.)



32 ZDS 7. Auflage

3.4. Einige nutzliche allgemeine Eigenschaften der
z-Transformation

Wir entwickeln nun einige Eigenschaften der z-Transformation, die sehr nutzlich in An-
wendungen sind und fur zeitdiskrete Signale jeden Typs (rechtsseitig, linksseitig, kausal etc.)
gelten. Wir beginnen mit der fundamentalsten Eigenschatft, der Linearitat.

117

Linearitat der z-Transformation [LinearityWennf,[.] und f,[.] komplexe zeitdiskret
Signale mit den entsprechenden LaurentreiRéh respektiveF,(.) sind, deren Konvert
genzbereiche eine nicht-leere Schnittmenge haben, undeyemu c, komplexe Zahler
sind, dann hat das komplexe zeitdiskrete Sigppmit

f[k] =c.f[k] +c,f K] (3.4.1)
die z-Transformation gegeben durch
F2)=cR(9+ ¢ K2 (3.4.2)

mit dem Konvergenzbereich

RO f]) O RO {[]) n ROG {[]). (3.4.3)

In einfacher, aber ungenauer Notation konnen wir (3.4.1) und (3.4.2) zusammen als

Z{ef[K] +cf [k} =c.Z{f[K]} +cz{f[K]} (3.4.4)
schreiben, und (3.4.3) entsprechend als
ROQ afy[K] +c,f,[K]) O RO £[K]) n RO §[K])- (3.4.5)

Die Linearitatseigenschaft der z-Transformation folgt aus der einfachen Tatsache, dass,
wenn zwei Laurentreinen an einem Punkt absolut konvergieren, ihre gliedweise Summe eine
Laurentreihe ist, die ebenfalls absolut an diesem Punkt konvergigitder noch ein-
facheren Tatsache, dass gliedweise Multiplikation der Laurentreihe mit einer Konstanten
ungleich null die Konvergenzeigenschaften der Reihe nicht verandert. (Multiplikation mit O
gibt die triviale Laurentreihe, die absolut und tberall gegen 0 konvergiert.) Es kann nattrlich
vorkommen, dass der Konvergenzbereich der Laurentreihe, die €rdiestimmt ist,
grosser ist als die rechte Seite von (3.4.3). Ist zum Beispiet, und f,[k] = —f,[k], dann
ist f[k] = 0, so dass der Konvergenzbereich ph die ganze komplexe Ebene erfasst. Im
letzten Abschnitt sahen wir jedoch, dass es normalerweise nicht wichtig ist, den ganzen
Konvergenzbereich zu kennen, um die inverse z-Transformation zu berechnen, es genigt,
einen einzigen Punkt im Konvergenzbereich der Laurentreihe, die durch das zeitdiskrete
Signal bestimmt ist, zu kennen.
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Zeitverschiebungs-Eigenschaft der z-Transformafiome-Shift Property]: Fur irgend
eine ganze Zahl m, wenn

o] =f[.-m], (3.4.6)
dann stehen die entsprechenden z-Transformati@fgrund F(.) so in Beziehung, dass
G(2=z"H32. (3.4.7)

Uberdies ist ROd d])= ROG {]). (3.4.8)

In einfacherer, aber ungenauer Notation, kdnnen wir die Zeitverschiebungs-Eigenschaft
schreiben als

Z{f[k =m} =z""Z{f[k]} (3.4.9)
und ROQ flk-m} = ROG { § . (3.4.10)

Um diese Eigenschaft zu beweisen, beginnen wir mit

G(2) = ig[k] z*

k=-c0
=5 flk -m] %,
k=-c0
was durch Substitution voin= k —m

G(2) = i flijz"™

j=—c0

= z‘mlif[i] z"

i=—00

=z"H2

ergibt. Dassg[] und f[.] genau den gleichen Konvergenzbereich haben, folgt aus der Tat-
sache, dasg " eine triviale Laurentreihe ist, die Uberall konvergiert. Alternativ kann (3.4.8)
als Folge von (3.2.2) und (3.2.4) gesehen werden zusammen mit den Tatsachen, dass

lim supy ff[k —m]| = lim sup[f[K]|

ist, was der Konvergenzradiugder Potenzreihenkomponenteait der Laurentreihe ist,
und

limsupi\fm = limsup|f[4]] ,

was das Reziproke des Konvergenzradius der Potenzreihenkompongrderihaurent-
reihe ist.
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Frequenzskalierungs-Eigenschaft der z-Transformafyequency-Scaling Propertyl]:

Wenn a eine komplexe Zahl ungleich null urifl] eine zeitdiskrete Funktion mit der -
TransformierterF() und derROQ(f])={z: y <|2< } ist, dann hat die zeitdiskrefe
Funktion g[] mit

o[ K] = o* f[K] (3.4.11)
die z-Transformiert&(.) mit

Z0

Q@:%%D (3.4.12)

und
RO d.])={ z s <|z< ylia} . (3.4.13)

Um diese Eigenschaft zu beweisen, beginnen wir mit
6@)= Yy 4 z*
k=-00

= S atflk]z™,
k=-00
was mit Substitution vory = z/a die Laurentreihe
> flk]y™
k=-oc0

ergibt. Das ist gerade die Laurentre ey) bestimmt durcH[], welche nach Voraussetzung
den Konvergenzbereicfy:r, <ly|<r} hat. Folglich ist G(z)= H{za) und der
Konvergenzradius ist so, wie in (3.4.13) behauptet.

"Multiplikation mit k"-Eigenschaft der z-Transformati¢tMultiplication-by-k" Property]:
Gilt fur f[.] und g[] die Beziehung

oK = kK], (3.4.14)

dann haben ihre z-Transformiertéft) und G(.) die Beziehung

G(2)=- de—(ZZ). (3.4.15)
Uberdies ist ROd d]) = ROG ]). (3.4.16)

Um diese Eigenschaft zu beweisen, nutzen wir die Tatsachegida&bleitung einer
Laurentreihe in ihrem Konvergenzbereich durch gliedweise Differentiation berechnet wer-
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den kann und diese neue Laurentreihe denselben Konvergenzbereich wie die alte Laurent-
reihe hat.Wir gehen aus von

- k:if[ q z*

und erhalten die Ableitun§’(z) zu

+00

F(2)= 3 (-WK 2+

k=—0c0

Multiplikation mit —z [was den Konvergenzbereich nicht andert, -gaeine (triviale)
Laurentreihe ist, die Gberall konvergiert] gibt

-z F(2 Zkf[lq

Wir erkennen auf der rechten Seite die Laurentreihe fur die zeitdiskrete Fugklionit
o[ = kI[K].

Zeitumkehrungs-Eigenschaft der z-Transformafiime-Reversal Property]: Wenﬂ.]
und g[] die Beziehung

oK = f[-K] (3.4.17)

haben, und wenn

ROQ(])={z & <l <3,

dann haben die z-Transformiertefz) und G(z) die Beziehung

und

RO d])= DZ = <IZ |< 1% (3.4.18)
0

2

Der Beweis dieser Eigenschatft ist ziemlich &hnlich wie der Beweis der Frequenz-skalierungs-
Eigenschatft; wir Uberlassen diesen Beweis dem Leser.
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3.5. Einige z-Transformations-Eigenschaften
rechtsseitiger und kausaler Signale

Wir nehmen an, das§] einrechtsseitigeSignal ist, das heisst, wir nehmen an, dass es
eine ganze Zahl b gibt so, da§k] =0 fur alle ganzen Zahlek <b. Dann ist die der
Funktionf[] entsprechende Laurentreihe

F(2) = Zf[ Kz*

Die Glieder inF(z) bilden ein Polynom fiir positive Potenzen vpndas heisst flik <0
(vielleicht das Null-Polynom), und folglich konvergiert die Potenzreihenkomponente in z der
Laurentreihe immer absolut. Also konvergiert die Laurentreihe (3.5.1) genau dann, wenn ihre
Potenzreihenkomponente in* konvergiert. Die folgende Charakterisierung des
Konvergenzradius der Laurentreihe (3.5.1) folgt nun aus dem Cauchy-Hadamard Theorem
von Abschnitt 3.2.

(3.5.1)

KonvergenzbereictDer KonvergenzbereicROJ(f]]) der Laurentreihe eineechtsseitigen
zeitdiskreten Funktiorf[.] (und folglich auch einekausalenzeitdiskreten Funktion) ist
entweder leer (falls die Laurentreihe fur keine komplexe Zakbnvergiert) oder das
Aussere eines Kreises mit einem gewissen Radius

Der exakte Wert vom interessiert uns in der Regel nicht. Um die z-Transformafgn
einesrechtsseitigen Signalff.] zu invertieren, genligt es zu wissen, dadesz mit genu-

gend grossente| im RO f[]) liegt.

Falls f[.] einkausales Signast, das heisst, fallfk] = 0 fiir alle ganzen Zahlek <0,
dann wird die Laurentreihe (3.3.1)

F(2) = Z)f[ Kz . (3.5.2)

Beachtet man, dass* fiir alle positiven k verschwindet, wei - « geht, kann man die
folgende einfache, aber oft nitzliche Eigenschaft von (3.5.2) ableiten.

)
e

Anfangswert-Eigenschatft fur kausale Sigrhtial-Value Property for Causal Signal
Wenn F(.) die z-Transformierte einer kausalen zeitdiskreten Funifiprist, dann ist

lim F(z) =f[0] . (3.5.3)

‘Z‘ﬂoo

Als triviales Beispiel dieser Eigenschaft nehmen Fje) = -%;, die z-Transformierte von
u[], und beachten, dass
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2

Als weniger triviales Beispiel betrachten \ifz) = 22;2 und stellen fest, dass fur das
kausale Signat[] mit dieser z-Transformierten % ~ 3z+
: 27°
fl0l = Iim —————==
g 2~ 7% =37+ 2

ist, wie der Leser selbst kontrollieren kann.

Unter demkausalen Tei[causal part] eines zeitdiskreten Signglh verstehen wir das
Signal

fol =f[Jul]-

Damit wird
3 3 [f[k], k=0,
fc[k] —f[k]U[ k] - E 0, k < 0,

was die Nomenklatur "kausaler Teil" erklart. Nun nehmen wir an, ffassausal ist und m
eine positive, ganze Zahl ist. Dann @] = f[. + m| die um m Zeiteinheitenach links
verschobene Funktioron f[.] und ist folglich im allgemeinen nicht kausal. Dennoch kdnnen
wir die Zeitverschiebungs-Eigenschaft der z-Transformation anwenden, um

G(7)=2"H?2
zu finden. Aber der kausale Teil vafi], g.[] = d]d] = .+ m ] hat die Laurentreihe

G(9)=3 {Hz =5 {krn] 2’
:zm;f[k +m] z ™ = z’“kimf[lq z*

i AR
=G(z)—zm§f[lqz-k,

wobei wir beim zweitletzten Schritt Gebrauch von (3.5.2) gemacht haben. Wir fassen
zusammen in der folgenden Eigenschaft, die man zur Lésung von linearen Differenzen-
gleichungen mit Anfangsbedingungen brauchen kann.
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Eigenschaft des kausalen Teils verschobener kausaler SiPelisal-Part Property ¢
Shifted Causal Signals]: Werfi] ein kausales zeitdiskretes Signal und m eine pos
ganze Zahl ist, dann ist (in ungenauer, aber einsichtsvoller Notation)

—

tive,

A(fk +m] ) = 2"2(1[K]) - zmzf[i] 7 (35.4)

und

RO fk+n § )= RO [§). (3.5.5)

Der wachsame Leser wird merken, dass wir die Gleichheit der Konvergenzbereiche in (3.5.5)

nicht bewiesen haben, aber es sollte keine Schwierigkeiten bereiten, den einfachen Beweis
selbst zu fiihren.
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Kapitel 4
Lineare zeitdiskrete Systeme

4.1. Definition eines linearen zeitdiskreten Systems
Wir sind nun bereit Systeme zur Verarbeitung zeitdiskreter Signale zu betrachten. Ein
lineares zeitdiskretes Systfiinear discrete-time system] odebSist
(i) ein System mit einem Eingang und einem Ausgang
(i) linear
(i) zeitinvariant.
Wir diskutieren nun im Detail, was mit den drei Aspekten dieser Definition gemeint ist.
Ein LDS ist einSystem mit einem Eingang und einem AusgBeg Eingang ist ein
einziges (komplexes) zeitdiskretes Signal (im Gegensatz zu einem zeitdiskreten Vektor,
dessen Komponenten zeitdiskrete Signale sind). Der Ausgang ist auch ein einziges

(komplexes) zeitdiskretes Signal. Diese Eigenschaft eines LDS ist in Fig. 4.1.1 angegeben,
wo wir den Eingang mik[] und den Ausgang mit|.] bezeichnet haben.

x] —=| LDS |—= y[]

Fig. 4.1.1 Ein LDS ist ein System mit einem Eingang und einem Ausgang.

Ein LDS istlinear. Wenny;[] die Antwort des Systems auf[] ist (c; ist eine kom-
plexe Zahl), bedeutet Linearitat, dass das Eingangssignal

X[] = jzmcixi[.] (4.1.1)
die Antwort
1= 3 oyl (4.1.2)

zur Folge hat, vorausgesetzt, dass die unendlichen Summen in (4.1.1) und ghava)l"
sind, das heisst, dass fir jede ganze Zahl k die unendlichen Summen

Saxik=Yy o+ e X k (4.1.3)

und
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Scvlk=Y eyl +3 c vl k, (4.1.4)
j=—0c0 1=0 1=1
ungeachtet der Reihenfolge, wie diese unendlichen Summen gebildet werden, gegen die
gleichen Wertex[k] und y[k] fur diesesk konvergieren. Wir erinnern uns an unsere
Diskussion uber Reihen in Abschnitt 3.2, in der gezeigt wurde, dass nur absolut konvergente
Reihen die Eigenschaft der Invarianz bezlglich des Umordnens haben.

Zeitinvarianzeines LDS bedeutet, wery}| die Antwort aufx|] ist, dass das Ein-
gangssignalx[.—m| das Ausgangssignaf[.—m]| ergibt. Mit anderen Worten: Eine
Zeitverschiebung des Eingangssignals hat eine entsprechende Zeitverschiebung des Aus-
gangssignals zur Folge.

Wir halten eine einfache Konsequenz unserer Definition eines LDS fest: Wenn wir in
(4.1.1)c, =0 furallei C Z setzengrgibt das Nullsignalk[] =0 immer das Nullsignal

y[] =0.

4.2. Kronecker-Delta-Antwort und Faltung

Unter derKronecker-Delta-AntworfKronecker-delta response] eines LDS versteht man
die Antwort h[] auf ein Kronecker-Delta-Eingangssigr] . Aus der Zeitinvarianz des
LDS folgt, dass das Eingangssigrifl- m| die Antwort h[.— m| ergibt. Wir zeigen nun,
dass es genuigh]] zu kennen, um die Antwort eines LDS auf ein beliebiges Eingangssignal
zu bestimmen.

Wir beachten zuerst, dass das Eingangssikfjaals

+o00

x[]= > x[m] &.—m| (4.2.1)

m=-o0

geschrieben werden kann. Das folgt aus der Tatsache, dass

+ 00

> X[m] 8k —m[ = x[k]

m=—oo

ist, dad[k —m| fiir alle m gleich null ist, ausgenommen fiar= k, wo der Wert 1 ist. Aber
h[. - m| ist die Antwort aufd[.—m| so, dass (4.2.1) und die Linearitatseigenschaft uns
sagen, dass die Antwort axff] das Signal

1= 3 x[m] H.- . (422)

m=-o0

ist. Insbesondere finden wir

{4 = 5 xm] i, (4.23)
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vorausgesetzt naturlich, dass die unendliche Summe absolut konvergiert. Die Summe in
(4.2.3) wirdFaltungssumméconvolution sum] genannt und ist vielleicht der wichtigste
Ausdruck in der Theorie der linearen Systeme. Wenn wir einen Wechsel des Summierungs-
indexi =k —m in (4.2.3) vornehmen, finden wir

—00

y[k] = > [k -i]H]

=400

= S Hilxk-1],

i=—o0

fur alle k C Z, woraus

IESLLESL (4.2.4)

folgt. Wir folgern, dassich bei Vertauschung von Eingangssignal und Kronecker-Delta-
Antwort das Ausgangssignal nicht verandess eine ziemlich bemerkenswerte Eigenschatft
solcher Systeme ist. Als Abklrzung fir die Gleichung (4.2.2) werden wir

v[]=x{] ON] (4.2.5)

schreiben und/[] die Faltung[convolution] vonx[] und h[] nennen. Wir haben gerade
gesehen, dass

x[] O[] = ] OK] (4.2.6)

ist, die Faltungsoperation ist alsommutativ.

4.3. Kausalitat und Stabilitat

Man sagt, dass ein LDiG&usalist, wenn die Antworty[K], fur jede ganze Zahk, zur
Zeit k durch die Eingangswertg[i] fir i<k vollstandig bestimmt ist; das heisst, die
Zukunft des Eingangssignals hat keinen Effekt auf den Ausgang. Eine notwendige Be-
dingung fur Kausalitat ish[i] =0 fur i <0, da das LDS sonst auf das Sigdf| eine
Antwort ungleich null zu einem negativen Zeitpunkt i geben wirde. Diese Bedingung ist auch
ausreichend, wie man sieht, wenn nim] = 0 fiir m <0 annimmt. Damit wird (4.2.4) zu

UELLESL]
Dies ergibt
K = 3 ] { k- i

und wir sehen in der Tat, dagpk] vollstandig durch die Eingangswerkfi] fur i<k
bestimmt ist. Wir haben soeben die folgende wichtige Eigenschaft eines LDS bewiesen:
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Kausalitat eines LDSEin LDS ist genau dann kausal, wenn fur seine Kronecker-Oelta-
Antwort gilt: h[K] =0 fur k <0; das heisst wenh[] ein "kausale$ zeitdiskretes Signg
ist, wie es in Abschnitt 1.4 definiert ist.

Man sagt, dass ein LDBIBO-stabil [bounded-input bounded-output stable (BIBO-
stable)] ist, wenn es fur jede positive Zdhleine positive Zahb, gibt, so dass fir jedes
Eingangssignak[] mit

X[k][<b, firallekC Z
fur das Ausgangssigng(] gilt:
y[K||sb, furallekC Z.

Wir beweisen nun folgende wichtige Eigenschaft eines LDS:

BIBO-Stabilitat eines LDEin LDS ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Terme sginer
Kronecker-Delta-Antwort eine absolut konvergente unendliche Summe bilden:

k§|h[k]| < o, (4.3.1)

Um diese Behauptung zu beweisen, setzeqt| < b, fiir alle k C Z. Dann ergibt (4.2.4)

MdI=| 3 i o=
LI
<b, 3 I, 43.2)

Folglich konvergiert die unendliche Summe gegen eine nichtnegativecZatdnn (4.3.1)
gilt. Wir kdnnenb, = c[b, wahlen und folglich von (4.3.2) ableiten, dass das LDS BIBO-

stabil ist.

Wenn wir umgekehrt annehmen, dass (4.3.1) nicht gilt, das heisst
> Ih[K]|= e,
k=-c0

dann kénnen wib, =1 nehmen und das Eingangssignal, das flrkalleZ durch

"= -
(K] = Sta wenn H-Kz0

00 wenn H-K=0 (4.3.3)

definiert ist, betrachten.
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Aus|h*[-K]|=|h[-K]| folgt [x[k]|<1=b, fur alle kL Z. Aberwenn wir (4.3.3)in
(4.2.2) einsetzen, zeigt sich, dass

Mol =] 3 o0 -
s o e
& )

h[-m]z0

“| 3 |

m=—o0

Sl

welches nach Voraussetzung geger divergiert. Folglich gibt es keine positive Zd,
far welchely[0]| < b, ist und damit ist das LDS nicht BIBO-stabil.

In Aufgabe 4.3 definierten wir eirstabiles zeitdiskretes Signal als ein Signal, dessen
ROCf[.]) den Einheitskreis{(z: 17 :]} ) enthélt. Dann konvergiert die Laurentreihe (3.3.1)
absolut flr|zZ =1, das heisst, dass

+00

Z|f[k]| < o (4.3.4)

kK==
ist. Wenn alsch[] stabil ist, dann ist das LDS mit dieser Kronecker-Delta-Antwort BIBO-
stabil. Das Umgekehrte trifft fast, aber nicht ganz zu. Es ist moglich, dass (4.3.4)filir ein
gilt, fur welches der Einheitskreis die Grenze seines Konvergenzbereichs darstellt, so dass
f[] gar kein stabiles Signal ist. Ein Beispiel dafir ist die Funkfidnmit f[k] = -3 fir
k>0 und f[k] =0 fir k<0. Ein LDS mith[] =f[] fur diesesf[] ist BIBO-stabil, aber
h[] ist kein stabiles Signal. Es ist auch moglich, §ihzu haben, fir welches der Ein-
heitskreis die aussere Grenze seines Konvergenzbereichs ist, aber fur welchesi¢4t3.4)
gilt; ein einfaches Beispiel fir das ist die Funktig =u[]. Ein LDS mit h[] = U] ist
nicht BIBO-stabil. Es folgt jedoch aus den Uberlegungen in Aufgabe 6.3, dasshjjenn
eine rationale z-Transformierte hat, (4.3.1) genau dann erfullt ist, wenn die Laurentreihe
(3.3.1) fur h[] den Einheitskreis in ihrem Konvergenzbereich enthalt. Wir fassen zusam-
men:

Wenn die Kronecker-Delta-Antwol[] eines LDS ein stabiles Signal ist, dann ist das
LDS BIBO-stabil. Umgekehrt, wenh[] eine rationale z-Transformierte hat und das L{DS
BIBO-stabil ist, dann ish[] ein stabiles Signal.
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4.4. Ubertragungsfunktion und Faltung

Die z-TransformierteH(.) der Kronecker-Delta-Antworh[] wird, wenn sie existiert,
Ubertragungsfunktiofitransfer function] des LDS genannt. In Abschnitt 4.2 sahen wir, dass
es genuigth[] zu kennen, um die Antwosq] des LDS auf jedes Eingangssigngl zu
berechnen. Somit geniigt é4(.) zusammen mit wenigstens einem Punkt inR&q 1{])
zu kennen, um eine solche Antwort zu berechnen, da wir (wenn wir es winschten) mit dieser
Information h[] mittels der inversen z-Transformation berechnen kénnten. Jedoch zeigen
wir nun, dass die Ubertragungsfunktion gebraucht werden kann, um die Antwort des LDS
auf eine normalerweise viel einfachere und einsichtigere Art zu berechnen als durch die
Faltung vonh[] und x[].

Wir beginnen damit, dass die Antwait] des LDS aufx[] nach (4.2.2) als

+o00

ED R WLE
geschrieben werden kangf.] wird dabei durch eine gewichtete Summe zeitverschobener
Signaleh[. — m| ausgedriickt. Aber die z-Transformierte vn— m| ist gemass der Zeit-
verschiebungs-Eigenschaft™H(z). Somit impliziert die Linearitat der z-Transformation,
dass

+o00

Y(z) = > x[m]z"H(2)

m=-o0

- H) zx[ Mz (4.4.1)
=H(z) X(2).

Dies qilt fur diejenigere, fur welche beide unendlichen Summen absolut konvergieren, da
wir ja angenommen haben, ddd) existiert. Die Laurentreihe fiy[] ist also das Produkt

der Laurentreihe furh[] und der Laurentreihe firx[]. Somit folgt, wenn

Roq H ]) n ROC( {(]) # [, dass die z-Transformierte vgfi] das Produkt der z-Trans-
formierten vonh[] und der z-Transformierten voij| fiir alle z im gemeinsamen Konver-
genzbereich der Laurentreihen fifr] und x[] ist. Aber das Produkt zweier analytischer
Funktionen ist auch eine analytische Funktion und folglich ist die z-Transfornvigr}eson

y[] das Produkt vorH(z) und X(z) firr alle z, wie aus (4.4.1) und der Eindeutigkeit der
analytischen Fortsetzung folgt. Wir haben damit die folgende fundamentale Eigenschaft
bewiesen:
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Faltungseigenschatft der z-Transformatidenn
V1 =H] 04
und
ROQ(H{]) 0 ROG )
dann haben die z-Transformierten v}, x[.] und h[] folgende Beziehung
Y()=HOX()

und

ROQy]) 0 ROG fi])n RO k).

Man beschreibt in der Regel die Faltungseigenschaft der z-Transformation, indem man
sagt, dass diealtung im Zeitbereich der Multiplikation im Frequenzbereich entspridian
muss natdrlich sicher sein, dass die Schnittmenge der Konvergenzbereiche der
(Laurentreihen fur die) zwei Signale, die zu falten sind, nicht leer sind, bevor man diese
"Aquivalenz" anwenden kann. Im h&ufig auftretenden Fall, wo beide Signale rechtsseitig sind,
ist diese Bedingung der Konvergenzbereiche automatisch erfillt — was vielleicht erklart,
wieso diese Bedingung oft in der Literatur vergessen wird.

Wenn der Konvergenzbereich von (der Laurentreihe h[l]) den Einheitskreis
{z:12=3 ={€*:-m<Q <7} einschliesst, dann kann die Ubertragungsfunktion, auf dem
Einheitskreis ausgewertet Werddfm(em), in Funktion vonQ fir -mt<Q < mtwird Fre-
guenzgandfrequency response] des LDS genannt. Wir erinnern uns daran, dass wir in
Aufgabe 4.3 eine "stabile" zeitdiskrete Funktion als eine Funktion definiert haben, deren
Roqf[]) den Einheitskreis enthélt. Folglich ist der Frequenzgd(agjg) fur diejenigen
und nur fir diejenigen LDS definiert, deren Kronecker-Delta-Antwplteine stabile zeit-
diskrete Funktion ist. Der Frequenzgah’je"") spielt eine wichtige Rolle in Filter-
problemen.
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Kapitel 5

Stochastische Signale in linearen
zeitdiskreten Systemen

5.1. Einflhrung

In diesem Kapitel betrachten wir die Antwort eines LDS auf ein stochastisches Signal.
Die Situation, die wir untersuchen wollen, ist in Fig. 5.1.1 illustriert. Das Eingangssignal in
dieser Abbildung ist ein zeitdiskreter stochastischer Pra¢gbsund das Ausgangssignal
ist ein anderer zeitdiskreter stochastischer Pro¥g$s Das bedeutet, dass man bei jeder
Durchfiihrung des zugrundeliegenden Zufallsexperiments ein reelles zeitdiskretes(dignal
als Realisierung des stochastischen ProzeXggerhélt; dieses Eingangssigndl] be-
wirkt, dass das System mit einem reellen zeitdiskreten Sigfadntwortet, welches die
Realisierung des stochastischen Proze¥¢gsist. Die dabei auftretenden speziellen Ein-
und Ausgangssignalbg.] und y[] stehen durch die Faltungssumme (4.2.2) in Beziehung:

M1= YA =i, (5.1.1)

wobei h[] die Kronecker-Delta-Antwort des LDS ist. [Unsere Forderung, dass sofuphl

als auchy][] reelle zeitdiskrete Signale seien, bedingt d&f$ einereelle zeitdiskrete
Funktion ist, wie wir es durchwegs in diesem Kapitel annehmen werden.] Um hervorzuheben,
dass (5.1.1) fur beliebige zuféllige Realisierungghund y[] von X[] und Y[.] gilt, wenn

wir das Zufallsexperiment durchflhren, schreiben wir

Y[.]= iZmX[m] H. —nj (5.1.2)
oder, gleichwertig,
Y[K] = +ZDQX[m] Hk-n, kOZ. (5.1.3)

X[.] — LDS|—3Y[.]

Fig. 5.1.1 Ein stochastisches Eingangssigi4| fur ein LDS
erzeugt ein stochastisches Ausgangssiyiil
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Aus (5.1.3) sehen wir, dadqk] eine Zufallsgrosse ist, welche gleich einer unendlichen
Summe von Zufallsgrossen des stochastischen Proz2éfkegewichtet mit der Kronecker-
Delta-Antwort, ist. Wenn wir das Zufallsexperiment durchfiihren, ist die Reali-sigflg
der ZufallsgrosseY[k] zur Zeit k bestimmt durch

Vi = 3 i k=i,

wobei X[ ] die Realisierung des stochastischen Prozesppsst.

Weil wir nur fir einen trivialen stochastischen ProzEg$ im voraus wiissten, welche
Realisierungx[ ] auftreten wiirde, ist es klar, dass wir im allgemeinen nicht im voraus wissen,
welche Realisierung[] von Y[.] auftreten wird. Wir kénnen jedoch hoffen, von der
Tatsache Gebrauch machen zu kénnen, dass der stochastische Eingangsprozess des LDS den
Ausgangsprozess gemass (5.1.2) [oder (5.1.3)] bestimmt, so dass wir die Statistik des
stochastischen Ausgangssignalls| aus der Statistik des Eingangssignd[d berechnen
kénnen. Dies ist tatséchlich moglich, allerdings nur fur spezielle Typen von stochastischen
Eingangssignalen, die aber gliicklicherweise zufallig diejenigen Typen sind, die man am
haufigsten in Anwendungen antrifft. Wir fihren diese speziellen Typen von stochastischen
Prozessen im nachsten Abschnitt ein.

5.2. Stationare und schwach stationare stochastische
Prozesse

Ein zeitdiskreter stochastischer Prozess wsiationar[stationary] genannt, wenn fir jede
positive ganze Zahh und jede ganze Zalildie Zufallsvektorer(X[0], X[1,...,X[n - 1)
und (X[i],X[i +1.... X} +n -1) genau die gleiche Wahrscheinlichkeitsdichte haben. Mit
anderen Worten, wenn man den stochastischen Prozess durch ein Zeitfenster der Lange n
beobachtet, dann hangt @eatistik die man beobachtet, nicht davon ab, wo das Fenster sich
auf der Zeitachse befindet. Das einfachste Beispiel eines stationédren stochastischen
Prozesses ist ein stochastischer Proz)éﬁs]s dessen Komponentamabhangige und
identisch verteiltdindependent and identically distributed (i.i.d.)] Zufallsgrossen sind. Man
bezeichnet einen solchen Prozess als eiinein ProzessEin i.i.d. Prozess ist statistisch
vollstandig durch eine einzige Wahrscheinlichkeitsdichte fur eine einzige Zufallsgrésse, zum
Beispiel X[0], beschrieben, weil alle Zufallsgrosseq{k|, kLC Z, diese gleiche
Wahrscheinlichkeitsdichte haben und unabhangig voneinander sind. Man sieht, dass ein
stationarer stochastischer Prozess ein stochastischer Prozess ist, dessen statistische
Eigenschaftemlle zeitinvariant sind. Fir viele Anwendungen gentigt es zu wissen, dass nur
gewisse Statistiken zeitinvariant sind. Ein zeitdiskreter stochastischer PiXjzZessird
schwach stationgweakly stationary, wide-sense stationary] genannt, wenn S(ﬁ[oﬂil]
als auchE[X[i +k] X[i]], fur alle k C Z unabhangig von ii(C Z) sind. WennX].
schwach stationér ist, dann schreiben wir

m, = Xi]] (alleiC 2) (5.2.1)
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far den Mittelwert [meann, des schwach stationaren stochastischen Prozesses. Mit
R.[K = E X[i+K] X[1]] (alleiC 2) (5.2.2)

fur alle k C Z, definieren wir eine zeitdiskrete Funktion, die rdariokorrelationsfunktion
[autocorrelation function] des schwach stationaren Prozesses nennt. Natdrlich ist ein
stochastischer Prozess, der stationér ist, auch schwach stationar, aber das Umgekehrte trifft
im allgemeinen nicht zu. Aus (5.2.2) erhalten wir flr einen schwach stationaren F)({J]zess

R[] = § X7[i]] (alleiC 2).
R, [0] ist dieDurchschnittsleistunges Prozesses zu jedem Zeitpunkt.

Zudem erhalten wir mit (5.2.2)

R.[-K = (i -] 1]

= E[X[i] X[i -k]]-
Wenn wir j =i —k setzen, haben wir

R.[~K = E )i +K] X[]]

= R,[K]. (5.2.4)

Gleichung (5.2.4) zeigt, dass die Autokorrelationsfunktion immerganedeFunktion der
Zeit ist. Wir entnehmen (5.2.4) auch, d&ss[] im allgemeinen ein zweiseitiges Signal ist.

Im allgemeinen kdnnen wir nicht hoffen, dass wir die z-Transformierte einer einzelnen
Realisierung eines schwach stationaren stochastischen Prozesses finden kbnnen, geschweige
denn die z-Transformierte aller moéglichen Realisierungen dieses Prozesses. Die
Autokorrelationsfunktion eines schwach stationaren stochastischen Prozesses ist jedoch eine
einzige zeitdiskrete Funktion und verhalt sich (in den meisten Anwendungen) so, dass wir
ihre z-Transformierte berechnen kénnen. Wir werden die z-Transformiert&ydnmit
S, (.) [oder mitS,(2), wenn wir ungenauer mit der Notation sikeéhnzeichneraber wir
verschieben esS, (.) einen Namen zu geben, bis wir die physikalische Bedeutung dieser
Grosse kennen.

Ein stochastischer ProzeX4.| wird weisses Rauschen mit Leistuoggenannt, falls
X[.] schwach stationér ist und
m, =0 (5.2.5a)
und
R[] =0% 4] (5.2.5b)

gilt, wobei o irgendeine positive reelle Zahl ist. Es ist wichtig zu beachten, dass ein weisses
Rauschen nicht "Rauschen” im intuitiven Sinn sein muss, das heisst, dass es nicht die
unerwinschte Komponente eines empfangenen Signals sein muss. Solches "Rauschen” ist
tatsachlich oft weisses Rauschen, aber das Ubermittelte Signal, das uns interessiert, kann
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ebenfalls weisses Rauschen sein. Fir weisses RauX¢hemit Leistungo® erhalten wir
fur die z-Transformierte voR, [] einfach

S.(2=0% alezOC (5.2.6)

5.3. Antwort eines LDS auf ein schwach stationares
stochastisches Signal

Wir betrachten nun die Situation in Fig. 5.1.1 genauer, wenn das Eingang3qifrs
LDS ein schwach stationarer stochastischer Prozess ist. Eine naheliegende Frage ist, ob das
Ausgangssignal[] auch ein schwach stationarer stochastischer Prozess ist. Um diese
Frage zu beantworten, berechnen wir zuerst den Mitteﬁ[éf{tk]] des Ausgangssignals. Zu
diesem Zwecke ist es angebracht, die Faltungssumme (5.1.2) in der alternativen Form

Y= 3 X[ -ml Hnd (5.3.1)
neu zu schreiben, oder gleichbedeutend,
Y[i] = +Z‘)OX[i -mlHm, iCZ (5.3.2)

Wenn wir den Erwartungswert nehmen, erhalten wir
. 0& o t
V(] =53 X[ -m] i
= +ZME[X[i ~m]]h[m] , (5.3.3)

wobei wir die Linearitat des Erwartungswertes (siehe Abschnitt 2.4) ausgenitzt haben. [Der
aufmerksame Leser wird bemerken, dass (2.4.8) die Vertauschung der Reihenfolge von
Erwartungswert und Summation tatséchlich nur gerechtfertigt ist, wenn die Summe endlich
ist, das heisst, wenn die Kronecker-Delta-Antwhjif des LDS nur endlich viele Kompo-
nenten ungleich null enthalt. Im allgemeinen Fall ist diese Vertauschung nur gerechtfertigt,
wenn die unendliche SummE::_w h[m| absolut konvergiert. Ab jetzt werden wir uns in
diesem Kapitel nicht um solche mathematischen Feinheiten kimmern und werden
stillschweigend annehmen, dass wir immer die absolute Konvergenz haben, die es braucht,
um die Vertauschung der Reihenfolge von Erwartungswert und unendlicher Summe zu
rechtfertigen.] WeilX[.] schwach stationar ist, kdnnen wir (5.2.1) in (5.3.3) einsetzen, um

E[Y[i]] = m, ih[ m (5.3.4)

zu erhalten, was tatsachlich unabhangig von i ist.

Um die Frage zu beantworten, d).] schwach stationér ist, bleibt uns noch zu zeigen,
dass auctE[ Y[i + k] [Y[i]] unabhéngig von i ist. Vorher jedoch werden wir eine weitere
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Definition, die es uns erlaubt, eine andere wichtige Eigenschafk{tprund Y[] zu zeigen,
einfihren.

Zwei stochastische Prozes¥¢.| und Y[] werdengemeinsam schwach stationéar
[jointly weakly stationary] genannt, wenn sowok]] als auchY[.] schwach stationar sind
und ausserder| X[i +k] [Y[i]] fiir jedesk C Z unabhangig von i fir alle ganzen Zahlen i
ist. WennX[.] und Y[.] gemeinsam schwach stationar sind, dann schreiben wir

Ry [K = E[X[i+K] Y[i]] (alleiC 2) (5.3.5)

fur alle kC Z. Die zeitdiskrete FunktioR,, [] wird Kreuzkorrelationsfunktioficross-
correlation function] des gemeinsam schwach stationaren stochastischen Prozesses genannt.
Zu beachten und sorgfaltig mit (5.2.4) zu vergleichen ist:

Ry [=K = B X{i = K] Y]]
= E[Y[i] X[i —k]|
= E[Y[i +k] X{1]
=R, [K. (5.3.6)
Warnung:Einige Autoren definierenR,, [K]" als E[X[i] [Y[i +k]] an Stelle von (5.3.5).
"Ry [K|"ist Ryx[K| in unserer Notation, welche die Notation ist, die heute von den meisten

Autoren bevorzugt wird. Der Leser sollte immer kontrollieren, welche DefinitionRigi]
gebraucht wird, wenn er sich in die Literatur Gber stochastische Prozesse vertieft.

Wir kehren nun zurtick zu unserer Betrachtung der Situation in Fig. 5.1.1, wenn das
EingangssignaK|.] des LDS ein schwach stationarer Prozess ist. Wir beginnen mit der
Berechnung von

+00

i =" m| X[i +k -m iD
E V(i +K] X[i] =E 13 h[m] X[ +k -m] x(i]

= 3 nim) i+ k=n] ]
- i“[m] R,[ k-, (5.3.7)

was tatséchlich unabhangig vorst (wobei wir (5.3.2), die Linearitat des Erwartungswertes
und (5.2.2) beniitzt haben, um (5.3.7) zu erhalten). Wenn wir nun den Bewei¥;[flass
schwach stationar ist, vervollstandigen, indem wir zeigen, B +k] [Y [i]] unabhangig
von i ist, dann wird aus (5.3.7) folgen, da¥f] und Y[.] gemeinsam schwach station&r
sind mit der Kreuzkorrelationsfunktion

Ryx[]=H]OR(]. (5.3.8)

Mit diesem Ziel im Auge berechnen wir
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e[ [i+K] Y[1] =E ¥ ] 3X[ ][]

m=-o0

|:|+oo

=03 i Y{i+ K X —m]ﬁ
3 hlmd E{¥{i+ K X -]
PRLEACL

S W= Ry [k-1]

n=+oo

= S Ry[k- 1, (53.9)

was tatséchlich unabhangig von i ist (und wobei wir wiederum (5.3.2), die Linearitat des
Erwartungswertes, (5.3.7) [wo wir die Notati&y, [K] fir die Grosse auf der linken Seite

von (5.3.7) verwendet haben], den Variablenwechse-m und die Tatsache, dass eine
Summe, die absolut konvergiert, nicht von der Reihenfolge der Glieder abhangt, ausgenitzt
haben). Somit isY[.] tatsachlich schwach stationér mit der Autokorrelationsfunktion

R[] =H-] OR[]. (5.3.10)
Wir fassen die obigen Resultate zusammen.

Antwort eines LDS auf ein schwach stationares Eingangssigferin der schwach statio-
nare stochastische Proze¢f| das Eingangssignal eines LDS mit Kronecker-Delta-Antwort
h[] ist, dann ist das Ausgangssign4l] ebenfalls schwach stationar uixd.] und Y[]
sindzudem gemeinsam schwach statioffdn. diese gemeinsam schwach stationaren
Prozesse gelten die folgenden Beziehungen:

m, =me 3 Hnj; (5.3.11)
R[] =H] OR(]: (5.3.12)

und R,[]=H-] OR,[]. (5.3.13)
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5.4. Die Bedeutung der z-Transformation auf dem
Einheitskreis

Wir unterbrechen unsere Behandlung der stochastischen Prozesse, damit wir die
physikalische Bedeutung der z-Transformation eines zeitdiskreten Sf§hadsisgewertet
auf dem Einheitskreis, das heisst die Bedeutung I%(cﬂﬁ’) fur —t<Q < 1, betrachten
kénnen. Wir beginnen damit, dass die Komponenten f{dndie Koeffizienten eines
zeitkontinuierlichen Abtastsignafs(t) sind:

f(t) = if[k] &t —KT). (5.4.1)

Dabei stellt T die Zeit zwischen den Impulsen in dieser Impulsfolged(ihdien Dirac-
Stoss [unit impulse "function] dar. (Eine genaue Abhandlung des Dirac-Stosses findet sich
im Anhang). Die Laplace-Transformierte véft) ergibt sich zu

F.(9 :I f.(t) e dt

S flk] }Oe-st 5(t- kT) dt

k=—00

io f[k] €. (5.4.2)

k=-0c0

Wenn wir F(s) auf derFrequenzachselas heisst fis = jw und —e < < +e aus-werten,
ergibt sich die Fouriertransformierte oder &agktrundes zeitkontinuierlichen Signals zu

F.(jw) = me[k] (e“r) ™. (5.4.3)
k=—w
Fur die z-Transformierte vof{.] erhalten wir auf dem Einheitskreis
Fe?)= 3 1K (€)™ (5.4.4)
k=-c0

Wenn wir (5.4.3) und (5.4.4) vergleichen, sehen wir, dass das "Spekﬁ(&ﬁ') des
zeitdiskreten Signalsf;[.] exakt gleich dem Spektrurﬁc(jw) des entsprechenden zeit-
kontinuierlichen Abtastsignals ist fir diejenigen (Kreis-)Frequerizedie

oo=% , —T<Q <™ (5.4.5)

erfillen. Diese Tatsache rechtfertigt den Gebrauch des Begriffesodeierten Frequenz
fur die Frequenzvariabl® im SpektrumF(e‘Q). Uberdies folgt aus (5.4.3) und der Perio-
dizitat von€" in w mit PeriodeZ, dassF,(jw) ebenfalls periodisch iny mit Periode2t

ist. Das bedeutet, dass das ganze SpekE;l@jm) flr —oo < < +oo gerade die periodische



54 ZDS 7. Auflage

Fortsetzung des Spektrurﬁée’“) des zeitdiskreten Signals ist, das gemass (5.4.5) auf dem
Einheitskreis ausgewertet wird.

Die obige Diskussion rechtfertigF,(éQ) fur -t<Q < mmdas Spektrum oder den Fre-
quenzinhaltfrequency content] des zeitdiskreten Signfl zu nennen, wie es auch
gerechtfertigt istH(ejQ) fur —-t<Q < mdenFrequenzgandfrequency response] eines
LDS mit Kronecker-Delta-Antworh[] zu nennen. Wenh[] einereellwertigezeitdiskrete
Funktion ist, dann gilt

H(e ™) = H (&°). (5.4.6)

Das Spektrum eines reellen zeitdiskreten Signals bei einer negativen normierten Frequenz ist
also das konjugiert-komplexe seines Wertes bei der entsprechenden positiven normierten
Frequenz. Der Leser kann (5.4.6) leicht fur sich beweisen, oder einfach beachten, dass
(5.4.6) aus der obigen Diskussion und der Tatsache folgt,Riasgo) = F.' (jo) gilt, weil

f.(t) ein reelles zeitkontinuierliches Signal ist.

Unsere Diskussion in diesem Abschnitt zeigt, dass das LDS mit dem Frequenzgang, der
in Fig. 5.4.1 gezeigt ist, eideales Bandpassfilter istlas denjenigen Teil des Eingangs-
signals, dessen Spektrum im normierten Frequenzifand|Q|<Q, liegt, ungestort
durchlasst und denjenigen Teil des Eingangssignals, dessen Spektrum ausserhalb dieses
Bands liegt, vollstandig unterdriickt. Wir werden gleich von dieser Tatsache Gebrauch
machen.

HEQ)

Fig. 5.4.1 Der Frequenzgang eines idealen Bandpassfilters.

5.5. Die Wiener-Khinchine Relation

Genauso wie wir miS, (2) die z-Transformierte voRR, [] bezeichnen, werden wir mit
S,x (2 die z-Transformierte voR,, [.] bezeichnen. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es,
eine physikalische Interpretation dieser z-Transformierten, insbesonder8, {gn zu
erhalten. Betrachten wir noch einmal die Situation von Fig. 5.1.1, wobei das Eingangssignal
des LDS ein schwach stationarer stochastischer Prozess ist. Die Faltungseigenschaft der z-
Transformation zusammen mit (5.3.12) gibt

Sx(2=H203(3, (5.5.1a)
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RO R,[]) 0 RO h])n ROC R]). (5.5.1b)
Ahnlich gibt (5.3.13) mit Hilfe der Zeitumkehr-Eigenschaft der z-Transformation
S/(2=HZz") Sx(2 (5.5.2a)
ROQR,[])O RO¢ k ])n ROE RI]). (5.5.2b)
Wenn wir (5.5.1) und (5.5.2) kombinieren, ergibt sich die interessante Beziehung
/(2= HAOH z") 0 ( %, (5.5.3a)

ROQR[])IROG 6 ])n ROCH)n ROCHI),  (5530)

die wir bald ausnutzen werden.

Aus den Ubungen erinnern wir uns an die Formel der inversen z-Transformation und
schreiben:

10 = 4 [F(e")() ()
:ﬁ}q&qdz. (5.5.4)

Dabei wird vorausgesetzt, daROJ f]) den Einheitskreis beinhaltet. Diese Eigenschatft
(5.5.4) wird manchmal diElacheneigenschafter z-Transformation genannt und ist oft sehr
natzlich. Mit (5.5.4) und (5.2.3) kdonnen wir die Durchschnittsleistung des schwach
stationaren Ausgangsprozesé{-:[s] unseres LDS als

E[v[il] =Ry[9
:T;}sy(éﬂ) d. (5.5.5)

schreiben, wiederum vorausgesetzt, R€( R []) den Einheitskreis beinhaltet.

Nehmen wir nun an, dass wir die Durchschnittsleistung eines schwach stationaren
ProzessesX[] innerhalb des normierten Frequenzband®s<|Q|<Q,, wobei
0<Q, <Q, < mist, messen wollen. Der einzige verniinftige WegX$, das ideale Band-
passfilterH(z) von Fig. 5.4.1 durchlaufen zu lassen und dann die Durchschnittsleistung des
Ausgangsprozessed.] zu messen. Wenn wir (5.5.3) und (5.5.5) kombinieren, zeigt sich,
dass die Durchschnittsleistung, die wir auf diese Weise messen, gerade gleich
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afs (@) @=4[HE) {e") 5 €) a
=5 [ HE) 5 (&) @
=1 ng(éo) (Q+%1:[21§( &) o (5.5.6)

ist. (5.5.6) sagt uns nun, dass die Durchschnittsleistudq.jrinnerhalb eines bestimmten
Frequenzbandes gerade gleich dem Integral%@(é(’) Uber dieses Frequenzband ist.
Somit haben wir folgendes Resultat gefunden:

Wiener-Khinchine RelationFur einen schwach stationdren Prozess mit der Autgkor-
relationsfunktionR,[] ist die Funktionz—lnsx(é(’) die spektrale Leistungsdichfpower
spectral density] in dem Sinne, dass das Integral dieser Funktion tber irgendein nofmiertes
(Kreis-) Frequenzband die Durchschnittsleistung des stochastischen Prozesses iy diesem
Frequenzband ergibt.

Wenn wir (5.2.6) beachten, stellen wir fest, dass weisses Rauschen mit LeiSeing
konstante spektrale Leistungsdicrﬁﬁsx(ég) =< fur alle Q mit -t<Q < mhat, was
naturlich der Grund ist, wieso ein solcher Zufallsprozess "weiss" genannt wird.

Die Funktion%SYx(éQ) wird analogspektrale Kreuzleistungsdichiieross power spectral
density]der gemeinsam schwach stationéren Proz¥§geund X[.] genannt, aber diese
Terminologie hat keine Gberzeugende physikalische Berechtigung.
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Kapitel 6
Abtastung

6.1. Einflhrung

In Abschnitt 1.1 erwahnten wir schon, dass es "heute in der Signalverarbeitung Ublich ist,
analoge Eingangssignale so schnell wie méglich in digitale Signale umzuwandeln und diese
digitalen Signale in raffinierter Art zu verarbeiten, bevor man das digitale Ausgangssignal in
das gewilnschte analoge Endsignal umwandelt". Es ist nun Zeit zu tberlegen, wie man ein
zeitkontinuierliches Signal in ein gleichwertiges zeitdiskretes Signal umwandeln kann und
umgekehrt. Die Hauptmethode fir die Umwandlung eines zeitkontinuierlichen Signals in ein
zeitdiskretes Signal ist digbtastung[sampling], welche wir bald im Detail besprechen
werden. Zuerst jedoch erinnern wir uns an einige elementare Eigenschaften der Fourierreihen,
die wir in unserem Studium tber Abtastung ausnitzen werden.

Der Einfachheit halber brauchen wir die sogenannte "komplexe Form" der Fourierreihe.
Wenn g eine reellwertige oder komplexwertige Funktion ist, die auf der ganzen reellen Achse
(g: R - R oder gRI - €) definiert undperiodischmit der PeriodeA (oder einem Teiler
von A) ist, dann kann g unter sehr schwachen Bedingungen als

9= 3 c @™ X LR (6.1.1)
k=—00
geschrieben werden. Obwohl wir von dieser Tatsache nicht Gebrauch machen werden, erin-
nern wir den Leser, dass die Koeffizientgndurch

a+A

C, :% Ig(x) gl gy kC Z (6.1.2)

bestimmt sind, wobei der Parameter a beliebig gewahlt werden kann, weil der Integrand
periodisch mit Periodé ist. Die Reihe auf der rechten Seite von (6.1.1) Wwothplexe
Fourierreihefir g genannt. Wenn g eine reellwertige Funktion ist, dann gilt

c,=C. (6.1.3)

Obwohl die Fourierreihe fur periodische Funktionen aufgestellt wurde, kann sie nattirlich
verwendet werden, um irgendeine Funktion in einem Intervall der LAngef der reellen
Achse darzustellen. In diesem Falle gilt Gleichung (6.1.1) nux fdrdiesem spezifizierten
Intervall, und in (6.1.2) wird der Anfangs- und Endwert dieses Intervall gewahlt.



58 ZDS 7. Auflage

6.2. Das Abtasttheorem

Wir betrachten die Fouriertransformiefj.) mit

F(jw) =}Wf(t)e"""t dt, L R (6.2.1)

—00

einer reell- oder komplexwertigen FunktibnDas Signal ist eiBasisband-Signainit der
Bandbreite W Hz oder weniger, falls

Fjw)=0 fur |«=21W (6.2.2)

ist. Wir wollen nun die Fouriertransformierfgjw) fir ein solches Signal durch eine
Fourierreihe im FrequenzintervallniW < w< +2 W mit der LangeD = 41W, wo diese
Fouriertransformierte ungleich null ist, darstellen. Es folgt aus (6.1.1) und unserer Dis-
kussion Uber komplexe Fourierreihen, dass wir diese komplexwertige Funktion als

o0
F(jo) = ch eV, —2mW < W< +2 TW (6.2.3)

n=-o

schreiben kénnen. VoR(jw) erhalten wir mit der inversen Fouriertransformation

+0o

f(t) = %TJF(jw)e““doo

:%Tﬁf(z:j_mcnénw/(zw))ém dA),
-21W

wobei wir (6.2.3) und die Tatsache, daE‘(sjw) flr |w/=271W verschwindet, gebraucht
haben. Wenn wir die Reihenfolge von Integration und Summation vertauschen, erhalten wir

(6.2.4)

+00 1 +2r[W_
ft)= Y coo- [ dn

n=—c -STw

Insbesondere sehen wir, dass

+21W

Ok O_ & . 1 ¢ Jokn)ew
fEQwD_ :chn 211_;[5 ako.

n

Aber dieses letzte Integral verschwindet fiir alle ganzen Zahlen k, ausgenommken-fiir
fur welches das Integral gerad&\W ist. Somit haben wir bewiesen, dass

Ok 0O .
fEMD_ 2Wc_,, furallek C Z (6.2.5)

Aus (6.2.3) folgt nun, dass wir die Fouriertransformierte des Basisband-Si{iaits

+00 i [ Kk _jkw

F(jw) = fo— B 2w <2TW. (6.2.6)
(19)= 3 o cowet ™ 1l
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schreiben kénnen. Wel(jw) fur |w/=21W verschwindet, folgt aus (6.2.6), dass die
Abtastwertef (1), k C Z, die Fouriertransformiert&( jc) von f(t) vollsténdig bestimmen
und folglich auchf(t) fur alle Zeiten t L/ R bestimmen. Wir haben somit das folgende
wichtige Resultat bewiesen.

Nyquist-Shannon Abtasttheore&in beliebiges (reelles oder komplexes) Basisband-S|gnal
f(t), —eo <t <o, mit BandbreiteW (Hz) oder weniger |F(je)| =0 fiir o= 27W) ist
vollstandig durch die Abtastwertk(ﬁ) fur kC Z im Intervall 57 (Abtastratevon
f, =2W) bestimmt.

Unsere nachste Aufgabe ist es zu sehen, fiftie aus den Abtastwertef(ﬁ), kC Z
rekonstruiert werden kann. Wir erinnern uns zuné&chst an Abschnitt 5.4, wonach das
zeitkontinuierliche abgetastete Signal

+00 D k
f(t)= ) fo—0(t-KkT 6.2.7
0= 3 Fppycdt=KT) (6.2.7)
die Fouriertransformierte
: < (0K Ocjer
Fliw)= fe—="", LR 6.2.8
-(jo) k:Zw EQWSE (6.2.8)
hat, welche eine periodische Funktion mit Perig&lést. Wenn wir nun
T:i (6.2.9)
2W

wéhlen, dann sehen wir durch Vergleich von (6.2.6) und (6.2.8), dass
F(jw) =2W [F(jw) , —2nW < w< +27W. (6.2.10)

Mit anderen Worten kdnnen wir aus den Abtastwef(gﬁ), k C Z, ein zeitkontinuierliches
abgetastetes Sign§l(.) bilden, dessen Spektrum im ganzen Frequenzband, in dem das
Spektrum des Basisband-Signals ungleich null ist, exakt 2W mal dem Spektrum dieses
Basisband-Signals ist. Wenn wir aléd.) durch ein mit-4; skaliertes Tiefpassfilter der
Bandbreite W laufen lassen, ist somit das Ausgangssignal genau das Basisbanf{:ignal
Wir haben bewiesen:
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Rekonstruktion eines Signals aus den Nyquist-Shannon Abtastwigmebeliebiges
(reelles oder komplexes) Basisband-Sigi{g mit BandbreiteW (Hz) oder weniger [da
heisst F(jw) = 0 fur |w/=2mW], kann aus seinen Abtastwertéfys;), kC Z rekon-
struiert werden, indem man das abgetastete Signal

[92)

+00

0 =Y f(20)3lt - 27)

k=—c0

durch ein Tiefpassfilter mit der Ubertragungsfunktion

L, 0<|w <21
H,, (jw) =7V’
(i) Eﬁg 0| > 21
wie in Fig.6.2.1 schickt.
Abtastzeiten - K
f.)=SflL)ol.—.
;,v,\kD z — ) kzz_w (ZW) ( ZW) Ti?j;pass-
mpuls- ilter
() ™ Modulator " — 10
H W(jw)

Fig. 6.2.1: Wennf(.) ein (reelles oder komplexes) Basisband-Signal mit Bandbr¢ite
oder weniger ist, ist das obige System einer direkten Verbindung aquivalent.

Das Tiefpassfilterl—lw(jw), das in Fig.6.2.1 gezeigt ist, hat die Impulsantwort

hy (t) = sind 2Wt), (6.2.11)

wobei
. sin(Ttx)
S|n((x): (6.2.12)
TIX
die folgende Funktion ist:
A sinc(x)
1

X
3 2 £ 0 1\./2(—\?‘

Fig. 6.2.2 Die Funktion sinc.




6. Abtastung 61

Man sieht, das#,, (0) =1 und hy, () =0 fiir k C Z, k # 0 gelten. Mit der Linearitat und
Zeitinvarianz dieses TiefpassfilteH;W(jw) ist das Ausgangssigné{t) als Antwort auf das
Eingangssignal

(0K O
f(t 0

M= DZWD % 2WD

(welches gemass der Rekonstruktionsréﬁél ist, WennF(jco) =0 fur || 2 21W), gerade
[0k O

f(t h

(®)= EQWD g{ 2WD

= Z fD K Ds.nc(2Wt K. (6.2.13)

Gleichung (6.2.13), die oft nutzlich ist, zeigt, dass die sinc-Funktion flintgigolationder
Abtastwerte des Basishand-Signals F(ifw) = 0 fiir [ = 21W benutzt werden muss, um

die Werte vorf(t) zwischen den Abtastzeiten zu bestimmen. Gleichung (6.2.13) liefert uns
Uberdies auch eine Interpretation fur die Skalierung des Rekonstruktionﬂm@s)) Der
Faktor w bewirkt im Zeitbereich eine sinc-Amplitude vdn, (0) =1, das heisst, dass die
Werte der zeitdiskreten Funktion f[k] genau den Abtastwd‘r@g@) der zeitkontinuierlichen
Funktion f(t) entsprechen, namlich - unter Verwendung von (6.2(R]-=f (kT).

6.3. Diskussion des Abtasttheorems

Das Abtasttheorem [sampling theorem] besagt im wesentlichen, dass das System, das in
Fig. 6.2.1 gezeigt ist, einer direkten Verbindung entspricht, wenn das Eingang&sjgeal
Basisband-Signal mit Bandbreite W oder weniger ist. In diesem Abschnitt diskutieren wir
einige mehr oder weniger offensichtliche Aspekte dieser bemerkenswerten Aquivalenz.

(i) Der Abtastzeitpunkt.Spielt es eine Rolle, ob wif(.) zu Zeiten 5 -1 (wobei

0< 1 <5 ist) anstatt genau zu den Zeitgf, wie im Abtasttheorem und in Fig. 6.3.1
angegeben, abtasten? Der gesunde Menschenverstand sagt nein, es spielt keine Rolle
(vorausgesetzt natirlich, dass der Abtastifel; — ) den Impulsd(t - - + T) moduliert),

und der gesunde Menschenverstand hat recht. Indem wir den Ursprung neu definieren, sehen
wir, dass diese Situation dem Abtasten des verzdgerten Siffpals) zu Zeiten 2
entspricht. Aber wenifi(.) ein Basisband-Signal der Bandbreite W oder weniger ist, dann ist
auchf(.— 1) ein Basisband-Signal der Bandbreite W oder weniger und folglich garantiert
das Abtasttheorem, da$f — 1) aus seinen Abtastwerten, in der uns nun vertrauten Art,
rekonstruiert werden kann.

(i) Nichtideale ImpulseWenn man ein bandbegrenztes Signal aus seinen Abtastwerten
rekonstruiert, kann man in der Praxis nicht Gebrauch von wahren (Dirac-)Impulsen am Ein-
gang des Tiefpassfilters machen. Man begnugt sich in der Regel mit einer Approximation
eines Impulses wie dem rechteckigen Ryl6), der in Fig. 6.3.1 gezeigt ist.
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Fig. 6.3.1 Ein nichtidealer Impuls, wie er oft gebraucht wird, um ein Tiefpass-
Signal aus seinen Abtastwerten zu rekonstruieren.

Wie verzerrt nun der Gebrauch eines solchen nichtidealen Impulses die Rekonstruktion von
f(.)? Um dies zu sehen, beachten wir, dass das nichtideale ${gipb, (. —5) erzeugt
werden kann, indem man das ideale Sigifal;) 8(.— ;) durch ein zeitkontinuierliches
lineares System mit der Impulsantwdif(.) schickt. Um das Signal zu rekonstruieren, wird

das Signal durch ein Tiefpassfiltet, (jw) geschickt. Aber die Reihenfolge von zwei zeit-
invarianten linearen Systemen kann vertauscht werden, ohne dass sich das Ausgangssignal
andert.Somit kommt die Wirkung auf die Rekonstruktion eines Tiefpass-Signals
verursacht durch den Gebrauch eines nichtidealen Impdsgp (oder irgendeiner anderen
Funktion)an Stelle eines wahren Impulses am Eingang des TiefpassHljgiso) damit

gleich, dass man das unverzerrte rekonstruierte Sifgfpldurch ein lineares System mit
Impulsantworts, (.) schickt[Das gilt immer noch, wenn man das ideale Tiefpassfilter durch
ein praktisches Tiefpassfilter ersetzt.]

Eine Ubliche Lésung fur die Rekonstruktion ist, den Impuls-Modulator in Fig. 6.2.1. durch
ein "Abtast-und-Halteglied" [sample-and-hold circuit], dessen Ausdésig) im Zeit-
intervall 5&; <t < £ ist, zu ersetzen. Tatsachlich ist das genau das gleiche, wie wenn man
den nichtidealen Impulad,(.) mit A = __ fiir die Rekonstruktion gebraucht, wie es oben
beschrieben ist.

(i) AbtastfrequenzWir haben gesehen, dass eine Abtastrate fygr2W genugt, um
irgendein Basisband-Signal der Bandbreite W oder weniger nach Figur 6.2.1 zu
rekonstruieren. Fir ein gegebenes Basisband-Signahit einer BandbreitexaktW (das
heisst, dass fur irgendew <W die Bedingung:(joo) =0 fur |o >\ verletzt Ist) iIst2W

die minimal notwendige Abtastfrequenz; sie wiNgquist-FrequenZtr dieses Signal
genannt.

Es gibtkeine Redundanm der Darstellung samtlicher Basisband-Signale der Bandbreite

W (Hz) oder weniger, wenn sie mit der Frequenz 2W abgetastet werden, im Sinne, dass es
eine 1:1 Korrespondenz zwischen den Signalen in dieser Menge und den beidseitigen
Sequenzen von moglichen Abtastwerten im Interygligibt. Denn wenn wir reelle (oder
komplexe) Zahlerf(5%), k C Z beliebig wahlen, dann das Signal

n0= 3 (k) 3(-2)
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bilden und dieses durch ein Tiefpassfiltey, (jw) schicken, erhalten wir garantiert ein
Tiefpass-Signaf(.) mit diesen beliebig gewahlten Abtastwerten und einer Bandbreite von
W Hz oder weniger.

(iv) Nichtideale TiefpassfilterungEin Tiefpassfilter mit der Impulsantwort
h,,(t) = sinc(2Wt) ist ein nichtkausales System, wie Fig. 6.2.2 zu entnehmen ist. In
Echtzeit-Anwendungen kann man nattrlich keine nichtkausalen Systeme brauchen. Man
begnigt sich in der Regel mit einer verniinftigen Approximation des Tiefpasslﬂlm(lj&)).

Wir wissen, dass das Eingangssignal des Tiefpassfilters in Fig. 6.2.1 genau das gewinschte
Spektrum F(jm) im Frequenzband2nW < w< +21W hat. Wenn wir ein Filter bauen,
dessen Frequenzgang praktisgh im wichtigen Teil dieses Bandes und praktisch 0
ausserhalb dieses Bandes ist, dann werden wir also eine gute Rekonstruktion des Basisband-
Signalsf(.) erhalten.

In der Praxis tastet man haufig weit Gber der Nyquist-Frequenz ab, um die Anforderungen an
das Tiefpass-Rekonstruktionsfilter zu mildern.

(v) Aliasing. Wir kommen nun zu der interessantesten Frage von allen: Was passiert, wenn
das Signalf(.) kein Basisband-Signal mit Bandbreite W oder weniger ist, wir aber trotzdem
mit einer Frequenz voBW abtasten?

Der Schlissel zum Verstandnis, was passiert, wenn man ein Nicht-Basisbandsignal (d.h. ein
Signal, das nicht tberall verschwindet fiaf= 2mW) alle . Sekunden abtastet, liegt in der
folgenden einfachen Eigenschatft:

Eigenschaft der Abtastinvarianz:Fir ein beliebiges komplexes zeitkontinuierliches
Signal f(.) mit dem Spektrurf(jw) sind die Abtastwertefagz'\‘,v .k O Z, abgetastet allg:.
Sekunden, genau die gleichen wie diejenigen des komplexen zeitkontinuierlichen Signals g(.)
mit dem Spektrum

G(jw) = F(j(w—4mW)), fiir alle TR, nU Z,
d.h. das Spektrum von g(.) ist das Spektrum von f(.), verschoben um 2Wn Hz.

Beweis:Um diese Eigenschaft zu beweisen, notieren wir das Signal g(.) vorerst so, dass
g(t) = €™ (1) das Spektrum

J’g(t) e’ dt

+00

If (t)e—j(w—4mW)tdt

G(jw)

= F(j(w-4mw))

hat, und daher ist g(.) tatsachlich das Signal, das in der Eigenschaft der Abtastinvarianz
angegeben wurde. Es folgt dann unmittelbar, dass
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)= )

o)

k
2w
— k
=)
was die Eigenschaft beweist. o

Beispiel:Das Signal f(.) habe das reelle Spektrum gegeben in Fig. 6.3.2a. Wir kbnnen nun
schreiben:

F(jw) = F4(jw) + Ry(j o) + F(j &), (6.3.1)

wobei die drei Spektren auf der rechten Seite von (6.3.1) in Fig. 6.3.2b gezeigt werden. Mit
der Eigenschaft der Abtastinvarianz haben die entsprechenden Sigagld,(.) und f,(.)

die gleichen Abtastwerte zu den Zeitpunk%p, k 0 Z, wie die drei Basisbandsignale
f.0), £,()=f,() und f,(.), deren Spektren in Fig. 6.3.2c abgebildet sind. Daher sind die
Abtastwerte von

fQ) =)+ () + ()
genau die gleichen wie diejenigen des Signals

() =10 +1,0) +0),
dessen Spektrum

F(jow) = (jo) +F(jo) +E(j &)

in Fig. 6.3.2d gezeigt wird.‘(.) ist aber ein Basisbandsignal! Daraus folgt, dass, falls wir das
Nicht-Basisbandsignal f(.) als Eingangssignal des Systems in Fig. 6.2.1 ansehen wirden, der
Ausgang des Syster‘rﬁ.) statt f(.) ware, weilf(.) ein Basisbandsignal mit exakt den
gleichen Abtastwerten wie f(.) ist. Man sagt, dass das Basisbandéqgn;klar "Alias" (d.h.

die scheinbare Identitat) im Basisband des Nicht-Basisbandsignals f(.) ist. Aufgrund des
obigen leichten Beispiels sollte der Leser nun das allgemeine Phdnomen des Aliasing
verstanden haben, welches wir nun formulieren.

a) F(iw)
A

1

/ :\
g ll ll T L]

-3nW -2mW 0 2nW  3nwW
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b) F.1(jo)
.F l\ .
0 2nw  3nw
Fti(iw)
A
Ll V)
-2TW 0 2w
F1(j(x))
/[ _____ l
¥ T > W
-3nW 21w 0
c) F1(jo)
_____ 1
FR{' 1 > W
2w w0
F(i(jw)
i
L )]
2w 0 2nwW
Fa(jo)

v
€

d)

v
€

2nw

Fig. 6.3.2 Abtastung eines Nicht-Basisbandsignals.
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Aliasing: Die Abtastwerte zu den Zeitpunkte{%, kO Z, irgendeines komplexen
zeitkontinuierlichen Signals f(.) [dessen SpektrE(jw) keine Impulse an irgendeiner der
Frequenzerw =4mW, nl0 Z, aufweist] sind genau gleich wie die Abtastwerte zu den
Zeitpunkten%, kO Z, des Basisbandsignef(;), dessen Spektrum
(i) = Q:ZWF(j(w—4mW)), | < 2 W (6.3.2)
H 0, o = 21

ist.

[Bemerkung:Die Bedingung der Abwesenheit von Impulsen an den Frequenzen
w=4mW, nlJ Z, erlaubt das Ignorieren des Wertes der Summe auf der rechten Seite in
(6.3.2) an der diskreten Frequenz=21\W fir die Berechnung der entsprechenden
zeitkontinuierlichen Funktiorf(.).]

Beweis:Der einfache Beweis geht wie folgt. Sg{.) das Signal, dessen Spektrum
(F(jw), —21W -4mMW < o< +2 W -4 nW

F (jw) =
(1) E 0, sonst

ist, so das$(jw) = S r-_F,(jo) ist und daher auch(t) = 37__f.(t). Mit der Eigenschaft
der Abtastinvarianz héf (.) die gleichen Abtastwerte zu den Zeitpunkg%p kO Z, wie
das Basisbandsign)(.), dessen Spektru,(jw) = F,(j(c-4 mW)) bzw.

F(j(w-4mW)), -2TW < < +2 WV

£ (jw)= 6.3.3
(1) E 0, sonst ( )

ist. Daraus folgt, dass das Basisbandsignal
f.0= 1.0 (6.3.4)

n=-o

die gleichen Abtastwerte zu den Zeitpunkg%p, k [0 Z hat, wie f(.). Ausserdem zeigen
(6.3.3) und (6.3.4), dass das Spektritiw) des Basisbandsignaf§.) tatsachlich durch
(6.3.2) gegeben ist, was zu beweisen war. 0

Erneut sehen wir, dass, falls f(.) ein Nicht-Basisbandsignal am Eingang des Systems in
Fig. 6.2.1 sein wurde, der Ausgang das Basisbandsf@jad;tatt f(.) ware, Weirf(.) ein
Basisbandsignal mit den gleichen Abtastwerten ist. Das Basisband&igriat der "Alias"

im Basisband des Nicht-Basisbandsignals f(.).

In den meisten praktischen Anwendungen von abgetasteten Signalen bietet es sich an, mit
einem Tiefpass vor dem Abtasten zu filtern, um Verzerrungen, verursacht durch Aliasing, zu
minimieren.

(vi) Allgemeine Basisband-Signal®er vorsichtige Leser wird bemerken, dass das Abtast-

theorem nur fur die Klasse von Basisband-Signalen, deren Spektrum durch eine Fourierreihe
dargestellt werden kann, gilt. Diese Einschrankung ist so schwach, dass sie in der Theorie
wie in der Praxis Uberhaupt nicht zu spiren ist, und wir werden von nun an immer annehmen,
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dass unsere Basisband-Signale von einem solchen Typus sind, so dass das Abtasttheorem
gilt.
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Kapitel 7

Lineare minimale mittlere
guadratische Fehlerschatzung und
Filterung

7.1. Einflhrung

Viele der interessantesten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie in der Elektro-
technik gehen aus Entscheidungs- und Schatzproblemen hervor. In einem Entschei-
dungsproblem versucht man, den Wert irgendeiner Zufallsgrosse, der uns interessiert, mit
Hilfe einer Beobachtung abzuleiten. Zum Beispiel kdnnte man versuchen abzuleiten, welche
der acht moglichen Phasen in einem Phase-shift-keying Modulations-System mit Hilfe des
empfangenen Signals Uber ein Symbol-Intervall gesendet wurde EBiseheidungst
entweder richtig oder falsch, so dass die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Entscheidung ein
offensichtliches und oft gebrauchtes Kriterium der Giite in Entscheidungsproblemen ist. In
einem Schatzproblem versucht man andererseits, eine gute "Approximation” fir irgendeine
Zufallsgrosse mit Hilfe irgendeiner Beobachtung zu machen. Zum Beispiel kdnnte man
versuchen, den Abstand zu einem gewissen Objekt so genau wie moglich aufgrund eines
empfangenen Radarsignals zu bestimmen. Im allgemeinen ist eine Schatzung nie ganz richtig,
sondern naher oder weiter entfernt vom wahren Wert der zu bestimmenden Variable. Die
Gute in Schatzproblemen wird meistens so gewahlt, dass grosse "Fehler" starker gewichtet
werden als kleine Fehler. Der Wert einer Schatzung, im Gegensatz zu einer Entscheidung,
muss kein maglicher Wert einer zu bestimmenden Zufallsgrosse sein. Zum Beispiel ist es fur
eine gegebene Beobachtung durchaus moglich, dass 2.3 eine gute Schéatzung einer ganz-
zahligen Zufallsgrosse ist, aber 2.3 ist nie eine gute Entscheidung fir den Wert einer ganz-
zahligen Zufallsgrosse.

Eines der meist gebrauchten Kriterien der Gite in Schatzproblemen ist der gemittelte
guadratische Fehler. Werk eine zu schatzende Zufallsgrésse Bdhre Schatzung ist,
dann ist demittlere quadratische Fehlatie GrosseE|(X — X)?|. Der mittlere quadratische
Fehler ist gerade die "durchschnittliche Energie" ers X=X, eine Interpretation, die
erklart, warum diese Grésse in der Praxis so oft von Interesse ist.

Manchmal mochte man die Schatzregel, die gebraucht wird, einschranken. In diesem
Kapitel werden wir nutineare Schatzregeln betrachten. WeKndie zu schatzende Zufalls-
grosse und die Beobachtung der Zufallsvektor (Yl,YZ,...,Ym) ist, dann bildet eine
lineare Schatzregealie Schétzung( wie folgt:

X=cY, +c,Y, +...+C,Y,. (7.1.1)

m " m
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Dabei sindc,, c,...., G, reelle Zahlen, die die spezielle Schatzregel spezifizieren. Die Bedeu-
tung von (7.1.1) ist natirlich, dass die Beobachtungy/gr(yl, yz,...,ym) die Schatzung
X=cy, +c,y,+... +¢,Y, erzeugt. Das grundlegende Problem der linearen mittleren
quadratischen Fehlerschatzung ist leicht zu formulieren: Fipds,..., G, so, dass die
Schétzung)‘( von (7.1.1) den mittleren quadratischen FeElklx - )‘()2] minimiert.

7.2. Vorbereitende Uberlegungen

Bevor wir das Problem der linearen mittleren quadratischen Fehlerschatzung anpacken,
fuhren wir in diesem Abschnitt gewisse Notationen und Konzepte ein, die spater sehr niitz-
lich sein werden.

Wir nehmen in diesem Kapitel durchwegs an, dass alle Zufallsgrossen, die wir be-
trachten, endliche erste und zweite Momente hadier,so schwache Forderung, dass sie
kaum eine Einschrankung in der Praxis\8ir nehmen weiter an, dass eine Zufallsgrosse
mit einem zweiten Moment, das null ist, die Null-Zufallsgrésse Wir nehmen also an,
dassE[XZ] = 0 impliziert, dassX = 0 ist. Tatsachlich kann man vdg) X*| = 0 nur ableiten,
dass die Menge der Abtastpunkiemit X(w) # 0 ein Ereignis ist, das Wahrscheinlichkeit
0 hat. Um ganz genau zu sein, missten wir sagen,E[aés} =0 impliziert, dassX =0
mit Wahrscheinlichkeit ist, welches unter Kennern dlX =0wpl' (with probability 1)
geschrieben wird. AuX =Y wpl und Y =Z wpl folgt X =Z wpl. Somit ist die Menge
aller Zufallsgrossen, die paarweise miteinander gleich mit WSK 1 sind, eine
Aquivalenzklasse. Fur alle praktischen Zwecke sind alle Zufallsgréssen in dieser
Aquivalenzklasse identisch. Anstatt die Notation mit vielen "wpls" zu Uberh&aufen, die
praktisch keine Bedeutung haben, vereinbaren wir eiftfzads Vertreter aller Zufallsgrossen
X mit E[XZ] =0 zu nehmen. In einem gewissen Sinne werden wir immer mit solchen
Vertretern von Aquivalenzklassen arbeiten, wenn wir mit einzelnen Zufallsgrossen in diesem
Kapitel arbeiten, aber wir werden es nicht mehr erwahnen.

Fir irgendwelche Zufallsgréssen),Y,,....Y, werden wir S(Y,,Y,,....Y ) schreiben,
um die Menge aller Zufallsgréssen, die durch Linearkombination dieser gegebenen Zu-
fallsgrossen gebildet werden kdnnen, zu bezeichnen, das heisst die Menge aller Zufalls-
gréssen der Fornt,Y, +c,Y,+...+c,Y,, wobeic,c,,..., G, reelle Zahlen sind. Wir

werden 5(Y1,Y2,...,Ym) den Raum der Zufallsgréssenennender durchY,,Y,,...Y
aufgespannt wirdDie ZufallsgrosserY,,Y ,,...Y ., sindlinear unabhéngigwenn

cY,+c,Y,+...+c, Y,=00cg ¢z .= ¢ O (7.2.1)
gilt, sonst sind siénear abhangig

Die ZufallsgrosserX undY werdenorthogonalgenannt, WeanE[X D(] =0 ist. Wenn
U irgendeinRaumvon Zufallsgrossen ist, dann ist dethogonale RaunU” die Menge
aller Zufallsgréssen, die orthogonal zu jeder Zufallsgros&esmd. [Wir Uberlassen dem
Leser den einfachen Beweis, dabsstatsachlich ein Raum ist, das heisst, dassXqusu”
und X, OU" folgt: ¢, X, +¢,X, 0U"]
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Lemmal:Un U"={Q.

Beweis:Die Zufallsgross® ist in jedem Raum, folglich ist sie i und inU"”. Wir nehmen
nun an, dasX in U und in U" ist. Dann istE[ X [X] = E[XZ] =0 und damitistX =0. o

Das folgende Lemma zeigt, dass es einfach ist, bei einer gegebenen Zufallsgrosse zu
untersuchen, ob sie im orthogonalen Raum y@q,vz,...,vm) ist.

Lemma 2:Fir U = 5(Y1,Y2,...,Ym), 7 U E[Z] Yl] = E[Z D(z] =...= E[Z D(m] =0.

Beweis:Wenn Z in U" ist, dann istZ sicher orthogonal zu jeder der Zufallsgrossen
Y..Y,....Y, . Umgekehrt, angenommen daBFZ[Y,| = E[Z[Y,]| =... =E[ZY,] =0 ist,
dannistE]Z(c Y, + c,Y, +... +c,Y,)| = c,.§ ZO¥] + ¢,§ ZOY] +... + ¢, § Z0OY,| =0, so,
dassZ tatsachlich orthogonal zu jeder Zufallsgrésse)in S(Yl,Yz,...,Ym) ist. o

Das folgende Theorem ist der Schlissel zur Losung des Problems der linearen mini-
malen mittleren quadratischen Fehlerschatzung.

Zerlegungstheorem fur Zufallsgrosséir U = S(Yl,Yz,...,Ym) kann jede Zufallsgrosse
X eindeutig alsX =X, +X , geschrieben werden, wob¥i, U und X, OU" ist. [Die
ZufallsgréssenX,; und X, werdenProjektion vonX auf den Raund undProjektion von
X auf den Raunu” genannt.]

Beweis:Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Angenommef,kann als X =X, +X,
geschrieben werden, wobxi, U und X, OU" ist, und auch alsXx =X, +X ,, wobei
X, 0OU und X, OU" ist. Dann istX, =X , =X , =X ,. Aber X, =X istinU, und X, =X,
istin U”, so dass Lemma 1 nun impliziert, dass—-X, =X , =X , =0 ist und folglich,
dassX; =X,und X, =X, ist.

Um den Beweis zu vervollstandigen, missen wir zeigen, dass wir immais
X =X, +X, schreiben kénnen, wob&i, U und X, OU" ist. Ohne Einschrankung der
Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dassY ,,...,Y ,, linear unabhangig sind. Das be-
deutet im speziellen, dass keine dieser Zufallsgrossen die Zufalls@régsd-olglich
konnen wir die Zufallsgrésses,, Z,,..., Z,, so definieren, dasg, =Y, und

Z. =Y iiEYiDZjDz (7.2.2)
i i < EZ]-Z ] e

ist, fur i =2, 3...,m. Man kann leicht nachprifen, da&s orthogonal zuZ, ist, Z, ortho-
gonal zuZ, und Z, ist, usw. Das bedeutet, dass die Zufallsgrogsea , ..., Z,,, paarweise
orthogonal sind. Es ist Klar, dab= 5(Y,,Y,.....Y ,) OS2 ,Z ,... Z ,,) ist. Aber es folgt
aus (7.2.2), dass jede§ als Linearkombination voiz, Z,,...,Z, geschrieben werden
kann, so dass tatsachlic{Y,,Y,.....Y,,) =S ,Z ,... Z ) ist. Es bleibt nun zu zeigen,
dass irgendeine ZufallsgrosXeals Summe einer Zufallsgros3g in U = S(Zl,ZZ,...,Zm)
und einer Zufallsgrossk, in U” geschrieben werden kann. Mit

m E|X[Z.|
X, =X - Sv4 (7.2.3)
JZ]_ E ZJZ J
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ist die Bedingung=[ X, [Z,] =0 fur i =1,2,...,m erfullt, wie leicht durch das Ausniitzen der
paarweisen Orthogonalitat vah,Z,,...,Z . nachzuprifen ist. Folglich ist nach Lemma 2

X, in U". Uberdies ist
X, = m B XLZ, 7
1_; E ZJ2 i

eine Linearkombination vo#,,Z,,...,Z., und folglich inU = 5(21,22,...,Zm). Somit gibt
(7.2.3) X =X, +X, , wie es gewilinscht wurde. o

7.3. Das Orthogonalitatsprinzip

Das allgemeine Problem der linearen minimalen mittleren quadratischen Fehlerschatzung
(linear minimum-mean-squared-error estimation LMMSE estimation) einer Zufallsgftsse
mit Hilfe der Beobachtungy = ( ) kann folgendermassen ausgedrtckt werden:
Finde die Koeffizientert,, c,,... G, so dass die Zufallsgros§é c,Y,+c,Y,+...+c Y,
die GrosseE|(X - )‘()j minimiert. Volli glelchwertlg kann das Problem wie folgt
formuliert werden: Finde die Zufallsgros¥ein U = 5 WelcheE[(X - )‘()
minimiert, und finde die Koeffizienten, c,,...,G, SO, das@‘(2 c Y +C,Y, +...+C Y, IS
Das folgende Resultat zeigt, dass die Iineare minimale mlttlere quadratische Fehlerschatzung
eindeutig und nichts anderes ist als die Projektion Xoauf den Raumg(Yl,Yz,...,Ym),
der durch die Komponenten der Beobachtung aufgespannt wird.

Charakterisierung der linearen minimalen mittleren quadratischen Fehler-Schatzung:
Wenn X =X, +X , ist, wobei X, OU= S(Yl,Yz, ..Y.) und X, DU ist, dann istX =X
die elndeutlge Zufallsgrosselm (Yl,YZ, Y ) die E[(X )‘()] minimiert.

Beweis:Wir nehmen an, das¥ eine Zufallsgrésse iU = 5(Y,,Y,,....Y,,) ist, und be-
trachtenX als Schatzung voX . Der mittlere quadratische Fehler betragt

effx—X) E=Effx - X +¥ ) E=E %(x )+ e/ —xf))zg
= fx —%)25+ 2 [EE[(X X% —x‘)] +E %6/ —%)25 (7.3.1)

Aber X =X =X -X, =X, ist in U" und folglich orthogonal z0{ =X welches inU ist.
Somit verschwindet der mittlere Term auf der rechten Seite von (7.3.1). Das ergibt

E%X—)ﬁ ZD:E%X —%zﬂE%X—X)E (7.3.2)

und damlt ist EgX - XJ E X )Q mit Gleichheit genau dann, wenn
E%X )i D—Olst genau dann alsowe S0 o

Wir kdnnen nun die Methode formulieren, mit der alle Probleme der linearen minimalen
mittleren quadratischen Fehlerschatzung gel6st werden kdnnen.



7. Lineare MMSE Schatzung und Filterung 73

Das OrthogonalitatsprinzigEine Zufallsgrosseé( in U= §(Y,Y,,....Y ) ist genau dan
diejenige Zufallsgrosse i) = S(Yl,Yz,...,Ym), die E[(X - 7()21 minimiert, wenn

-

E[Yi(X—X/)]:OfUri:l2,...,m, (7.3.3)

das heisst, dass der resultierende Fehler orthogonal zu jeder Komponente der Beopachtung
ist. Die Konstantenc, c,,..., G, in X = c,Y,+c,Y,+...+c. Y, sind genau danp
eindeutig, wenn die Zufallsgrosséh,Y ,,...,Y, linear unabhéngig sind.

Beweis:Lemma 2 zeigt, dass (7.3.3) mit der Aussage, #gss X -¥ in U" ist, gleich-
wertig ist. Somit gilt (7.3.3) genau dann, wer¥ die Projektion von X auf
U= S(Yl,YZ,...,Ym) ist. Obwohl die optimale Fehlerschatzuﬁ(gimmer eine eindeutige
Zufallsgrosse inU = 5(Y1,Y2,...,Ym) ist, sind die Koeffizientenc,c,,...,G, in
X =c,Y, +c,Y, +... +c.. Y, genau dann eindeutig, wenn die Zufallsgrosggiy,,...,Y .,
die den Raunu = 5(Y1,Y2,...,Ym) aufspannen, linear unabhéngig sind. o

Die Gleichungen (7.3.3) werdérthogonalitats-Gleichungefiir die lineare minimale
mittlere quadratische Fehlerschatzung genannt. Wenﬁ(wiclYl +C,Y, +...+C, Y, In
(7.3.3) einsetzen, ergeben sich die &quivalenten Gleichungen

cHYY]+c,HY Y]+  +c HYY,]|=E[YX]firi=12..m. (7.3.4)
Somit kdnnen die Orthogonalitats-Gleichungen in Matrix-Form als
OeY?]  EvY,] ... HYY,]Or0 CEYX O
O

] ] R g

v,y] H]vyd e B B

geschrieben werden, welche wir datrix-Orthogonalitats-Gleichungennen werden. Weill

wir wissen, dass die Losung fur die Koeffizientepc,,..., ¢, der linearen minimalen
mittleren Fehlerschatzungsregel genau dann eindeutig ist, wenn die Zufallsgrossen
Y.,Y,,....Y,, linear unabhéangig sind, wissen wir jetzt, dass umgekehrt diese Zufallsgrossen
genau dann linear unabhangig sind, wenn die Matrix

D[] EYY] . EYYO
[szl] E[YZZ] - E[Y?Ym]é
E.E[Y;“Yl] E[Y;nYz] E[?mz]g

die in der Matrix-Orthogonalitéats-Gleichung erscheint, nicht singular ist.

Wir beenden diesen Abschnitt, indem wir zwei nutzliche Formeln fir den mittleren
guadratischen Fehler des optimalen linearen Schatzwertes angeben.
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Der mittlere quadratische Fehler des linearen minimalen mittleren quadratischen Fehler-
SchatzwertesWenn X der lineare minimale mittlere Fehler-Schatzwert vén in
U=9VY,Y,...,Y,) ist, dann ist

E%x—%f%: E[X ffx —X/)] (7.3.6)
und E%X —%)E= E[X7] —E[%Z]. (7.3.7)
Beweis:

E%X—)‘()ZE:E;X x -X) -/ —x/)]

X = )] (erste Formel)

= g x?| - E-)(Z] (zweite Formel)

wobei wir zweimal die Tatsache gebraucht haben, dasst in U” ist, und damit
orthogonal zuX ist, welches iU ist. o
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7.4. Zwei nutzliche Eigenschaften des linearen
minimalen mittleren quadratischen Fehler-
Schatzwertes

In diesem Abschnitt zeigen wir zwei Eigenschaften des linearen minimalen mittleren
guadratischen Fehler-Schatzwertes, die sehr nitzlich in Anwendungen sind. Der Einfachheit
halber werden wir oft "linearer minimaler mittlerer quadratischer Fehler" als LMMSE und
den entsprechenden Schatzwert als LMMSEE (linear minimum mean-squared-error estimate)
abkuirzen.

-

Linearitats-Eigenschaft der LMMSE Schatzuié¢enn )‘(A die LMMSE Schéatzung vo
X, von der Beobachtuny =(Y,,Y,,...Y ) ist und X, die LMMSE Schatzung voiX,
von dergleichenBeobachtung ist, dann i :aX'A +b)(B die LMMSE Schatzung vo
X =aX, +bX;vonY = (Yl,Yz,...,Ym), far irgendwelche reellen Konstanten a und b.

-

Beweis:Es folgt aus der Voraussetzung und dem Orthogonalitatsprinzip, dass
E[Yi(XA —%A)] :E[Yi (Xs X, )] =0,i=12...m
ist. Folglich ist, mit der Linearitat des Erwartungswertes,
E[Yi(aXA —aX, +bX, - b)és)] =0,i=12...m
oder, gleichbedeutend,
E[Yi(x —%)] =0,i=12...,m.

Somit ist, nach dem Orthogonalitétsprinz)f),tatséchlich die LMMSE Schéatzung voh.o

Die nachste Eigenschaft von LMMSE Schatzwerten ist weniger offensichtlich, aber extrem
natzlich. Im wesentlichen besagt sie, dass man manchmal die LMMSE Schatzung entweder
in einer "divide and conquer" Art oder in einer "conquer, then divide" Art ausfihren kann, je
nachdem welche passender ist.
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Zerlegungs-Eigenschaft der LMMSE Schatzur nehmen an, dass sich die Beg
achtungY =(Y,,....Y_ Y ,....Y ) in zwei orthogonale TeileY, =(Y,,....Y,) und
Yy = (YL+1,...,Ym) trennen Iasst:

E[Yivj]:o, 1<i<Ll, L+1<j<m. (7.4.1)

Dann kann jede9( in U=g Yl,YZ, Q elndeutlg alsX = )( +)(/B geschrieber
werden, wobeX, OU,= (Y, und OUs S(YiaY )|st tiberdies is

der LMMSE Schatzwert voDK der Beobachtunq genau dann WenF( der LMMSEE
von X der Beobachtung' , und auchﬁ( der LMMSEE vonX der Beobachtun@(B ist.

Ob X der LMMSEE vonX ist oder nlcht es gilt die Beziehung

E[)(z] = E[)(,i] + E[)(g]. (7.4.2)

Beweis:Es folgt aus Lemma 2 und (7.4.1), daquuE fur L+1<j<m ist, und dass

Y, OUg fur 1<i <L, ist. Somit folgt, wieder aus Lemma 2,

Ug O UG (7.4.3a)
und

U, Ouy. (7.4.3b)

Vom Zerlegungstheorem fur Zufallsgréssen folgt nun, dﬁseindeutig als)’(A +)(B
geschrieben werden kann.

Somit sind?(A und )‘(B orthogonal, so dass
e[X?] =X, +X.) B
~ )Xz +2X, X, +X]
= E:)(i] + 2E[ )(A%B] + E[)(é]
= E:)(i] + E[)(é],

was (7.4.2) beweist.

Als nachstes beachten wir, dass
E[Yi(x —%)] =E:Yi (x ¥, X, )]
= E:Yi(X X, )] ~E[VX,] (7.4.4)

= E:Yi(x —%A)], 1<i <L

ist, weil X, OUY ist. Analog ist
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E[Yj(x —%)] :E[Yj (x —></B)], L+1<j<m. (7.4.5)

Es folgt nun aus (7.4.4), (7.4.5) und dem Orthogonalitatsprinzip, Madie LMMSE
Schatzung vorX von Y genau dann ist, wen)?(A die LMMSE Schéatzung voiX ausY ,
und ?(B die LMMSE Schatzung voiX ausYg ist. o

Es wird dem Leser geraten, tber die obigen zwei Eigenschaften der LMMSE Schéatzung
nachzudenken, um die Ahnlichkeit und, noch wichtiger, den Unterschied zwischen ihnen zu
verstehen.

7.5. Wiener Filterung

Das allgemeine Problem der Wiener Filterung kann folgendermassen beschrieben wer-
den: Wir méchten einen ZufallsprozeX§] schéatzen, indem wir einen Zufallsprozéqg
beobachten, wobeX[.] und Y[] gemeinsam schwach stationare Prozesse sind (eine
Annahme, die durchwegs in unserem Studium Uber Wiener Filterung gilt). Die Schatzung
soll der Ausgang eines LDS sein, dessen Eingangssirjabt, und tberdies erlauben wir
eine Verzogerungl in unserer Schéatzung, so dass der Ausgang unseres LD!é[.miﬂ]
gekennzeichnet wird. Wir werden sogar erlauben, dassgativ ist, in welchem Fall unser
LDS eineVoraussageles stochastischen ProzesX¢$ macht. Wir wollen jedoch gewisse
Einschrankungen unseres schatzenden LDS in Betracht ziehen, zum Beispiel, dass es kausal
ist oder dass es einen spezifizierten Speicher hat. Am wichtigsteiass fiur jede& das
AusgangssignaX[k —d] unseres LDS die LMMSE Schatzung U6k —d] aus der
innerhalb der Einschrankungen des LDS erlaubten Beobachtunguisin diesem Fall
werden wir das LDS ein "Wiener Filter" nennen, zu Ehren des M.I.T. Mathematikers
Norbert Wiener, der wahrend des Zweiten Weltkrieges als erster die Theorie einer solchen
Schatzung entwickelte, als er am Problem des Zielens mit Flugabwehrkanonen von Schiffen
arbeitete. Die Theorie hat seitdem viele friedfertige Anwendungen gefunden.

7.5.1. FIR Wiener Filter

Als FIR Filter der OrdnungM (oder weniger) bezeichnet man ein kausales LDS, dessen
Kronecker-Delta-Antworh[] die Bedingung

h[k] =0, k<0 und k > M (7.5.1)

erfullt. Die Ordnung ist exakt gleicM, wenn h[M] # 0. Der Ausdruck FIR ist die
Abklrzung von "finite impulse response”, welches eine sehr irreflihrende Terminologie fur
zeitdiskrete Systeme ist, aber sie wird so universell gebraucht, dass es sinnlos ist, sich ihrem
Gebrauch zu widersetzen.

Wenn der stochastische Prozéqd das Eingangssignal eines FIR Filters der Ordnung
M (oder weniger) ist, dann ist der ausgangsseitige stochastische PEpgéssalle k C Z
bestimmt durch

Z[K] =h[O]Y[K +h[A Y[k -1 +... +h[M] Y[k -M]. (7.5.2)
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Damit Z[k] =X[k -d] die LMMSE Schatzung vonX[k-d] aus den Daten
(Y[K], Y[k =1],...Y [k =M]) ist, die fur das FIR Filter zur Zek verfiighar sind, muss
gemass dem Orthogonalitatsprinzip als hinreichende und notwendige Bedingung das System
von Orthogonalitatsgleichungen

E[(X[k-d] - Z[K])Y[k~i]| =0, 0O<i<M
oder, gleichwertig,
E[(ZK Y[k ~])| =E[(X[k ~d] Y[k ~i])], 0O<i<M (7.5.3)

erfullt sein. Wenn wir (7.5.2) in (7.5.3) einsetzen, ergibt sich das gleichwertige System von
Orthogonalitatsgleichungen

ih[j]E[Y[k—j]Y[k ~i]| =E[X[k ~d]Y[k ~i]], 0O<i<M,

1=

das wir einfacher als
M
Zh[j]RY[i—j]:RXY[i—d], O<isM (7.5.4)
J:

schreiben koénnen. Dieses System von Orthogonalitatsgleichungen (7.5.Wiernmer-Hopf
-Gleichung fur FIR Filterunggenannt. Wir kdnnen diese Gleichung in Matrixform als

DR [0] R[1 ... R[M E[I]h[O]D O Ry [~ D
Rm RIG - RIM- J]E[Dh[ﬂg Rell-dp e
oo D

R R - Riq BvE Bm-dF

schreiben, wobei wir von der Tatsache, dasf-k| = R,[ K, Gebrauch gemacht haben. Wir
wissen, dass die LMMSE Schatzuik —d] von X[k —d] eindeutig ist, folglich wird
(7.5.5) immer Losungen fiir den Koeffizientenvek{®f0], {1..... i M) haben. Der
Koeffizientenvektor jedoch, das heisst das FIR Wiener Filter, wird genau dann eindeutig sein,
wennY[k],Y[k =1],....Y [k =M] linear unabhéngig sind. Folglich sehen wir jetzt, dass die
Zufallsgrosseny[k], Y[k —1]....,Y[k -M] genau dann linear unabhangig sind, wenn die
Matrix in (7.5.5), welche wirAutokorrelationsmatrix der Beobachtung
Y[k],Y[k =1]....,Y [k =M] nennen, invertierbar ist.

Es bleibt, den mittleren quadratischen Fehler (MSE) des Wiener Filters zu berechnen.
Dazu eignet sich Gleichung (7.3.6):

MSE= § X k-d(Xk-d- ZK)]
= E[ X[k —d] X[k - d]] - E%{k—d]ifﬂ\([k-i]ﬁ

R[] —ir‘{i] R [i-d. (7.5.6)
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Dies ist der MSE der Schatzung des FIR Wiener Filters der Ordsuoder weniger) zu
jedem Zeitpunkik.

7.5.2. Nichtkausales Wiener Filter

Wir betrachten nun den Fall ohne Einschradnkungen des schatzenden LDS (ausser Sta-
bilitat), so dass die AntwoiZ[] auf den eingangsseitigen stochastischen Progfglssiurch

ZIq = Y hi]Y[k -i, ale kC Z (7.5.7)

i=—00

gegeben ist. Damiz[K] = X[k —d] die LMMSE Schétzung vorX[k —d] aus der voll-
standigen Beobachtun@..,Y[-1,Y[d Y[ 1....), "past, present and future", die dem
schatzenden Filter zur Zeit k zur Verfugung steht, ist, missen die Orthogonalitatsgleichungen

E[Z[K] Y[k - i]] =E[X[k ~d]Y[k =i]], alleil Z (7.5.8)

erfullt sein, welche sich von (7.5.3) nur im Bereich von i unterscheiden. Wenn wir (7.5.7) in
(7.5.8) einsetzen und vereinfachen, ergibt sicdener-Hopf Gleichung fur nichtkausale
Wiener Filterung:

Z hi|R,[i = ]] =Ry [i -d], allei C z. (7.5.9)

Weil die Wiener-Hopf Gleichung (7.5.9) falle i C Z erfillt wird, kann sie einfach als
h[] OR,[] = Ry [-— d. (7.5.10)

neu geschrieben werden. Folglich kdnnen wir, angenommen Rid$seine stabile zeit-
diskrete Funktion ist, so dass ihre z-Transformi&téz) existiert [undROQ( R,[]) somit

auch den Einheitskreis enthalt], die Gleichung (7.5.10) z-transformieren, um die
Beschreibung des nichtkausalen Wiener Filters im Frequenzbetsich

H(2) :% (7.5.11)

zu erhalten. Dabei verlangen wir, dass der Einheitskeeig =3 in der ROQ({]) liegt.
Man sieht, dass die nichtkausale Wiener Filterung in der Tat sehr einfach ist! Dasselbe
Vorgehen, das zu (7.5.6) fuhrte, ergibt jetzt

MSE=R[0]- 3 H1 Ryli-

|=—c0

als den MSE des nichtkausalen Wiener Filters, welchen wir, weggik] = R, [-K, auch
als

MSE= R[]~ 3 H] R[] (7.5.12)

i=—c0

schreiben kénnen, um die Faltungsnatur der Summe besser zum Ausdruck zu bringen.
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7.5.3. Kausales Wiener Filter

Wieners Bericht Uber seine neuen Filtermethoden, geschrieben wahrend des Zweiten
Weltkriegs, wurde als "yellow peril" ("gelbe Gefahr") bekannt - weil er in einen gelben Ein-
band gebunden war, und weil er, besonders fiur kausale Filterung, enorm schwierig zu ver-
stehen war. Dasausalel. DS fur lineare MMSE Schatzung zu finden, schien ein mathema-
tisches Problem von aussergewohnlicher Komplexitat zu sein, obwohl die Losung in der
Regel ziemlich einfach war, nachdem sie einmal gefunden wurde. Glicklicherweise haben
zwei Forscher am Bell Telephon Laboratorium, Hendrik Bode und Claude Shannon, im Jahre
1950 die Wiener Theorie fur den kausalen Fall in einer einfach zu verstehenden und einfach
anzuwendenden Art neu formuliert. Wir gehen der "yellow peril" aus dem Weg und folgen
der Bode-Shannon Methode.

Unsere einzige Einschrankung an das schatzende Hilteist nun, dasd|] kausalist, so
dass seine AntwoiZ[] auf den Beobachtungsprozesf) als

Z[q =3 Wil Y[k -i], alle k C Z (7.5.13)

geschrieben werden kann. Nach dem Orthogonalitatsprinzip Zjkp= %[k —d] genau
dann die LMMSE Schatzung vox[k —d] sein, wenn der Fehlet[k —d] - Z[k] orthogo-
nal zu allen Komponenten der Beobachtuivgk],Y[k =1,Y[k - 2,...) ist, die dem
kausalen Filter zur Zeit k zur Verfigung stehen, das heisst

E[Z[K] Y[k = i]] =E[X[k -d] Y[k -i]], allei=0. (7.5.14)

Wenn wir (7.5.13) in (7.5.14) einsetzen und vereinfachen, ergibt sicWigierer-Hopf
Gleichung fur kausale Wiener Filterung:

ih[j] R,[i=]] =Ry[i-d], allei=0. (7.5.15)

Weil (7.5.15) nur fUmichtnegativeganze Zahlen giiltig ist, kdnnen wir (7.5.15) nicht als
Faltung schreiben, in der Art, wie wir es fur Gleichung (7.5.9) taten, welche sich von (7.5.15)
nur darin unterscheidet, dass siedile ganzen Zahlen gilt. Diese Tatsache ist es, die die
Wiener Theorie fur das kausale Filter schwierig macht; wir kénnen die Wiener-Hopf
Gleichung nicht I6sen, indem wir einfach die z-Transformierten nehmen, ein weiterer Trick
wird bendtigt.

Bode-Shannon Trick — erste Halftd/enn der Beobachtungsproze¥§] weisseg
Rauschen ist, dann ist das kausale Wiener it} fiur die LMMSE Schatzung vop
X[.-d] aus Y[] der kausale Teil des nichtkausalen Wiener Filters fiir die LMNSE
Schétzung vorX[. —d] aus Y[]:

Cholk, k=0
hC[k]:E| O k<0
o v :
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Beweis:Geméss der Definition von weissem Rauschen hat der Beobachtungspfpess
eine Autokorrelationsfunktion der Form

Ry[]=Lg[], (7.5.16)

wobei L die durchschnittliche Leistung vdf{] ist. Betrachten wir nun die Aufspaltung der
Beobachtund... Y[k +1],Y[K] Y [k -1....), die dem nichtkausalen Filter zur Z&itzur Ver-
fligung steht, in zwei Teile

Ya=(YK]YK-=-1Yk -2..)
und
Ye=(Yk+1] YKk +2 Yk +3..).

Als néchstes nehmen wir an, dagf$] eine Komponente voiY , und Y[j] eine Kompo-
nente vony ; ist, das heisst, dass k und j >k . Dann ist

VIV =R i -i] =0,

weil (7.5.16) undi # | gelten. Folglich besagt die Zerlegungs-Eigenschaft der LMMSE
Schatzung unmittelbar, dass, wenn

X[k -d] = ihm[i]v[k ~i]
=ZW$WW-H+EM$WW-H

i=—oc0

die nichtkausale LMMSE Schatzung vk —d] ist, dann ist

ihAﬂYW—ﬂ

die kausale LMMSE Schéatzung votfk —d]. o

Der nachste Schritt zum kausalen Wiener Filter ist fast offensichtlich. Wenn die Beobach-
tung Y[] kein weisses Rauschen ist, dann sollten wir sie weiss machen. Wir missen ein
kausalesFilter mit Kronecker-Delta-Antwort[] einsetzen, um diese "Weissmachung"
("whitening") durchzufiihren, so dass dieses Filter mit dem kausalen Wiener Filter fir den
nun weissen Prozedd/[] kombiniert werden kann, um ein kausales Wiener Filter fur den
urspriinglichen Beobachtungsprozess zu schaffen. RO R,[]) und ROQR,[])

immer den Einheitskreis enthalten miissen, missen wir darauf bestehegh] desestabile
zeitdiskrete Funktiomst. Weniger offensichtlich mussen wir, damit wir sicher sind, dass
nichts in Y[], das fur die kausale LMMSE Schatzung wh—d] nitzlich ist, durch das
Weissmachen verloren geht, fordern, dass das "whitening" Filtekausale Inverséat,
welche ebenso eine stabile Kronecker-Delta-Antwort haben muss. Diese Uberlegungen sind
Anlass fur die folgende Definition.
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Definition: Ein LDS mit Kronecker-Delta-Antworg[] ist ein ‘whitening filtet' fir den
schwach stationaren stochastischen Pro¥g¢$smit dem Leistungsdichtespektrugy (2),
wenn

(i) g[] eine kausale stabile zeitdiskrete Funktion ist;

(i)  eseininverses Filter mit Ubertragungsfunktig& gibt, dessen
Kronecker-Delta-Antworg,,,[] ebenso eine kausale stabile zeit-
diskrete Funktion ist;

inv

i) S,(d9) qz)=LlalezLC. (7.5.17)

Gemass (5.5.3a) ist die linke Seite von (7.5.17) das Leistungsdichtesp&t(drdes Aus-
gangssignalsV[] des "whitening” Filters, dessen Eingangssigrfg] ist. Somit garantiert
(7.5.17), dass die Autokorrelationsfunktion des Ausgangsproz¥ggesles "whitening"
Filters

R[] =[] (7.5.18)

ist. Weil S, (2) existiert, mussn, =0 sein. Folglich garantiert (5.3.10), dass aucf) =0

ist. Somit ist der AusganyV[] tatsachlich weisses Rauschen mit Durchschnittsleistung 1.
(In diesem Abschnitt haben wir die Ubliche Praxis befol®,(2 das
Leistungsdichtespektruwon Y[.] zu nennen.)

Wir werden bald sehen, wie man ein "whitening" Filter fur alle wesentlichen schwach sta-
tiondren stochastischen Prozesse findet. Zuerst jedoch betrachten wir die Bedeutung des
"whitening" Filters fuir die kausale LMMSE Schétzung.
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Bode-Shannon Trick — zweite Half®#enn g[] ein "whitening” Filter fur den Beobach-
tungsprozes¥[] ist, undh,,[] der kausale Teil des nichtkausalen Wiener Filtes]| ]
fur die LMMSE Schatzung voiX[. —d| aus dem "weissgemachten” Proz@gf] ist, dann
ist die Reihenschaltung

VI LDS W] LDS z[1=X[.~d
g[] th []

Fig.7.5.2 Bode-Shannon Form des kausalen Wiener Filters.

des "whitening" Filterg[] mit dem "causal-part filterh,, [] das kausale Wiener Filter f{ir
die LMMSE Schatzung voiX[.—d] aus Y[]. Folglich hat das kausale Wienerfilter die
Ubertragungsfunktion

H(z) = &(2) H..(2.

Uberdies hat das nichtkausale Wiener Filigf[| die Ubertragungsfunktion

Hwee(2) = 2°d 2%) Sy ( 3. (7.5.19)

Beweis:Wir zeigen zuerst, dass das kausale Wiener Filter fur die Beobact[indie
gleiche Schatzung liefert wie das kausale Wiener Hilfgrfiir die Beobachtung[]. Das
letztgenannte Filter kbnnen wir folgendermassen darstellen:

T LS WL Los YL g XL

Fig. 7.5.2 Ein aquivalentes Filter firA.

Aus Fig. 7.5.2 sehen wir, dass das kausale Wiener Filter fir die Beobadt{thagich
als kausales Filteg,,[] Of] betrachtet werden kann, das mit der Beobachtufg
rechnet (deshalb verlangten wir, dags[| einekausalezeitdiskrete Funktion sei). Somit
kann das beste kausale Filtef,[] fir die BeobachtungV[] keinen grésseren MSE
ergeben aldi[]. Aber es kann auch nicht einen kleineren MSEff]sergeben, weili[]
nach Voraussetzung ein optimaler kausaler linearer Schétzer fiir die Beobathjuisg
Wir folgern, dass die Kaskade vagi] und h,[] tatséchlich einen kausalen linearen
MMSE Schatzwert vorX[. —d] erzeugt.

Es bleibt, (7.5.19) zu rechtfertigen. Wir beginnen mit der Berechnung der Kreuzkor-
relationsfunktion (wie in (7.5.11) vorgeschlagen, wobei wir uns daran erinnern, dass jetzt
W[] der Prozess am Eingang unseres nichtkausalen Wiener Filters ist):
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84
R[] = B X[i + K] W{{]]

:EEx[i +k]§og[j]Y[i —j]%

=3 A X+ -]
=ig[J]RXY[k+J]
= Sd-lRu[k-1.  alekCZ

—co

Weil diese Gleichung fur alle ganzen Zahlegilt, kann sie als Faltung
(7.5.20)

Rewl] = d~]0Ry (]
geschrieben werden. Wenn wir (7.5.20) z-transformieren und die Zeitumkehr-Eigenschaft

gebrauchen, ergibt sich
Sw(2= G(Z_l) S (%

Wenn wir diesen Ausdruck fiB,,, (2 zusammen mi§,,(2) =1 in (7.5.11) einsetzen, ergibt
sich jetzt (7.5.19) wie gewiinscht. o
Beispiel 7.5.1Sei R, [] = 39[. +1] +$J] + 3 d.- 1. Damit ergibt sich
Sw(g=32+5+57
= i(z2 +327 +1)

z
= i(z +2)(z+1)
2z
Des weiteren seil = -1 und
_z
o=
ein "whitening” Filter furY[] . Dann ist
-1
.z 2
G(Z )_ z1+1 z+2’
so dass (7.5.19)
a2t o, +3

ergibt. Somit ist
hWnc['] = 6[ +1] +%q] !
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so dass der kausale Teil dieses nichtkausalen Wiener Filters

ist. Folglich hat das kausale Wiener Filter fir die Beobachijgdie Ubertragungsfunk-
tion

H(z)

I
@)

(9 H(2

G(z)=1-2

Z+

N[

N[~
NI

In diesem Beispiel ist das kausale Wiener Filter nur geringfligig vom "whitening" Filter
selbst verschieden. Der Leser sollte sich selbst Uberzeugen, dass, wdrn-wirgewahlt
hatten (two-step prediction), das kausale Wiener Fifg) = 0 geworden ware (das heisst
Z[K] = )‘([k +2] = 0, fur alle k), und wenn wird = 0 gewahlt hatten, (einfache Filterung),
dann wareH(z) =1 (so, dass das kausale Wiener Filter ein "gerades Drahtstlick" ware).

Um unsere Diskussion der kausalen Wiener Filterung zu vervollstandigen, bleibt uns zu
zeigen, wie man ein "whitening" Filter flr den Beobachtungspro)({zi;sfinden kann.
Zuerst beweisen wir eine nitzliche Tatsache.

Charakterisierung eines kausalen stabilen LDS mit einer rationalen Ubertraglings-
funktion: Es gibt genau dann ein kausales und stabiles LDS mit ratiopaler

UbertragungsfunktiorH(z), wenn

(i)  alle Pole vonH(z) im Innern des Einheitskreisés 17 :]} liegen, und

(ii) lim H(z) existiert. (7.5.21)

‘Z‘aoo

Beweis:Wenn wir die Partialbruchzerlegung vét{z) betrachten, folgt, dass es genau dann
ein stabilesechtsseitigeSignal h[] mit der z-Transformiertehi(z) gibt, wenn die Pole von
H(z) strikt innerhalb des Einheitskreises liegen. Aber waphrechtsseitig ist, ist seine
Laurentreihe

HZ)=Hmz"+ § m+1 2" +..., (7.5.22)

wobei h[m] # 0 ist, und diese Reihe muss auf und tberall ausserhalb des Einheitskreises
konvergieren. Somit muss der Grenzwert in (7.5.21) existieren; dies ist nach (7.5.22) genau
dann der Fall, wenm = 0 ist, also wenrh[] eine kausale zeitdiskrete Funktion ist. o

Als ein Folgesatz [corollary] dieser Charakterisierung von kausalen, stabilen Systemen, er-
halten wir unmittelbar die folgende Charakterisierung von "whitening” Filtern.
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Charakterisierung von "whitening" Filtern mit rationaler UbertragungsfunktiBs:gibt
genau dann ein "whitening” Filtef ] mit rationaler Ubertragungsfunktio®(z), wenn

(i)  alle Pole und Nullstellen vos(z) im Innern des Einheitskreises liegen, und

(ii) lim G(2) existiert und ungleich null ist. (7.5.23)

2~

Uberdies ist dieses "whitening" Filter (wenn es existiert) ein "whitening" Filter fiF den
schwach stationaren stochastischen Prozess mit Leistungsdichtespektrum

S,(2) = — (7.5.24)

Beweis:Teile (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Tatsache, dass, \gighein “whitening"

Filter ist, sowohlG(z) als auchl/G(2) stabile kausale Signale beschreiben missen. Dass es
einen schwach stationéren stochastischen Progglsmit Leistungs-spektrum, gegeben
durch (7.5.24), gibt, folgt aus der Tatsache, dass, wenn man weisses Rauschen mit
durchschnittlicher Leistung eins am Eingang des inversen "whitening” Fijief$ mit
Ubertragungsfunktior,, (2) = o5 anlegt, der Ausgangsproze¥f] genau das Spektrum

nach (7.5.24) hat, wie aus (5.5.3a) folgt. Wenn m¥ff] durch ein Filter mit
UbertragungsfunktiorG(z) schickt, ergibt sich weisses Rauschen mit durchschnittlicher
Leistung eins, so, dag}] tatsachlich das "whitening” Filter fOf[.] ist. o

Es ist nun (im Prinzip) eine einfache Sache, das "whitening" Filter fir irgendeinen schwach
stationaren Zufallsprozess mit einem rationalen Leistungsdichtespektrum zu finden.

Finden eines "whitening" Filters von einem rationalen Leistungsdichtespekifenn
Y[.] ein schwach stationarer stochastischer Prozess ist, dessen spektrale Leisturjgsdichte
S, (2 eine rationale Funktion ohne Nullstellen und Polstellen auf dem Einheitskréis ist,

dann kanrS, (2) als

S (2=HJ K ) (7.5.25)

geschrieben werden, wobE{z) die rationale Funktion ist, deren Pole und Nullstellen falle
Pole und Nullstellen voi$, (2) sind, die im Innern des Einheitskreises liegen. Uberdies ist

, (7.5.26)

wobei n so gewahlt wird, dass die Grade des Zahler- und Nenner-Polynoms der rationalen
Funktion G(2) gleich sind, ein "whitening" Filter fu[.].
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Beispiel 7.5.2Sei

(2) = Z2+5z+1

Z
Sy 2z

(z+1)(z+2)
2z

Dann muss das "whitening" Filter fiff.] mit (7.5.26) die Form

_ .z
G(2) = cz+%

mit einer bestimmten Konstantehaben. Eine einfache Rechnung gibt:
_ 2z -

G(2dzY)=¢—F——= 2™,

()G( ) (z+1)(z+2) (2

so dassc” =1 verlangt wird. Wenn wirc = +1 wahlen € = -1 ist auch eine giiltige Wahl)
ergibt sich das "whitening" Filter

welches wir in Beispiel 7.5.1 hatten.

Beweis:Wir erinnern uns von (5.2.4) daran, dass eine Autokorrelationsfunktion immer eine
geradeFunktion ist:

R[-K=R/[K. kC Z

Es folgt dann aus der Zeitumkehr-Eigenschaft der z-Transformation, dass

s(z%)=5(3 (7.5.27)

ist. Wir nehmen an, das, (2 eine rationale Funktion ist, und dags(wobei|z| # 1) ein
Pol von S, (2) mit Vielfachheity ist, das heisst, das(z— zo)” ein Faktor des Nenners von
S,(2) ist. Es folgt aus (7.5.27), dass

(2'-z) =(-%2(z- 7))
=(-z,)'7%(z- %)’

auch ein Faktor voi$, (2) ist, das heisst, dagg' auch ein Pol vors, (2) mit Vielfachheitpt

ist. Dieselbe Beweisfuihrung zeigt, dass, wepeine Nullstelle vorS, (2) mit Vielfachheit

W ist, inr Kehrwertz," auch eine Nullstelle vos, (2) mit Vielfachheitp ist. Mit anderen
Worten heisst das, dadie Pole vonS, (2) (wie auch die Nullstellérin reziproken Paaren
auftreten Folglich, wennF(z) eine rationale Funktion ist, die alle Pole und Nullstellen von
S,(2), die im Innern des Einheitskreises liegen, enthalt, dann erﬁ(wﬁh), welche eine
rationale Funktion ist, deren Pole und Nullstellen reziprok zu deneffr(@)rsind, gerade
alle tibrigen Pole und Nullstellen v&® (2). Folglich erhalten wir, mit der richtigen Wahl
eines konstanten Multiplikators in der rationalen Funk¢n)



88 ZDS 7. Auflage

S/ (2= HJTK 2), (7.5.28)

wie behauptet. WelROQ( R,[]) den Einheitskreis beinhalten muss, wissen wir, &%)
und folglich auchF(z) keine Pole auf dem Einheitskreis haben kénnen. Aber das Filter mit
Ubertragungsfunktion

(7.5.29)

muss einer stabilen zeitdiskreten Funktion entsprechen, wenn es ein "whitening" Filter sein
soll, und folglich kannG(z) keine Pole auf dem Einheitskreis haben oder, gleichwertig,
konnenF(z) und S, (2) keine Nullstellen auf dem Einheitskreis haben. Es folgt aus unserer
Charakterisierung von "whitening" Filtern mit rationaler Ubertragungsfunktion, @gs
wie durch (7.5.29) gegeben, genau dann ein mogliches "whitening" Filter ist,iwseon
gewahlt wird, das§(z) eine rationale Funktion ist, deren Z&hler- und Nenner-Polynom den
gleichen Grad haben. Uberdies gibt (7.5.29)

" z" __ 1

CART) ) 7S

so dass dans(2) tatsachlich ein "whitening" Filter fiy[] ist. o

Die Forderung, dass, (2 keine Nullstellen auf dem Einheitskreis hat, um ein
"whitening" Filter mit der obigen Methode zu finden, ist fundamental. W&r(a) eine
Nullstelle beiz = € hat, dann verschwindet die spektrale Leistungsdichte bei dieser Fre-
quenz:

58, (%) =0.

Folglich gibt es kein lineares Filtét(z), das diesen Prozess weiss machen kann, da dies
Sv(ég) |‘( éQ) l'( @Q) =1firalle Q, -t <Q <, erfordern wiirde.

Hiermit sind wir am Ende unserer Diskussion Uber Wiener Filterung angelangt. Der
Leser wird sicherlich bemerkt haben, dass man den Bode-Shannon Trick, um ein kausales
Wiener Filter zu finden, nur dann brauchen kann, w8n(e) eine rationale Funktion ist.

Man kann jedoch eine beliebige spektrale Leistungsdigpfe) beliebig genau durch eine
rationale Funktion mit gentigend vielen Polen und Nullstellen approximieren. Somit sind die
Methoden, die in diesem Abschnitt beschrieben worden sind, tatsachlich allgemein genug, um
das kausale Wiener Filterungsproblem in jeder praktischen Situation zu lésen.
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Kapitel 8

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
bedingter Erwartungswert

8.1 Einfihrung

Im vorangegangenen Kapitel diskutierten wir ausfuhrlich das Problem der linearen
minimalen mittleren quadratischen FehlerschatzuMMSE estimation = Linear Minimum
Mean-Squared Error estimatipaowie der zugehdorigen Filterung. Der mittlere quadratische
Fehler, das heisst, die durchschnittliche "Energie" eines Fehlers, stellt oft — jedoch nicht
immer — diejenige Grosse dar, welche es mittels einer Schatzregel zu minimieren gilt. Ebenso
wird vielfach eindineare Schatzregel bevorzugt; aber man muss sich im klaren sein, dass
man damit auf eine moglicherweise erheblich bessere Schatzung durch Verwendung einer
nichtlinearenSchéatzregel verzichtet. Wir wollen darum im folgenden allgemeine Glite-
kriterien fir Schatzungen und insbesondere auch nichtlineare Schatzregeln betrachten. Das
daflr benotigte Werkzeug ist die Theorie der bedingten Wahrscheinlichkeiten, welche wir in
diesem Kapitel erortern. Es ist zu betonen, dass die LMMSE-Schatzung als einzige die Ver-
wendung von bedingten Wahrscheinlichkeiteoht voraussetzt. In den nachfolgenden
Kapiteln wird Wahrscheinlichkeit mit WSK abgekuirzt.

8.2 Bedingtes Wahrscheinlichkeitsmass

In Kapitel 2.2 ist das WSK-System [probability space] als ein Tripel (\mm, P)
eingefuhrt worden. Dabei bedeu®tden Ergebnisraum [sample spacg]die Klasse der
Ereignisse [class of events] uildas WSK-Mass [probability measure]. Venfordern
wir die Eigenschatft einer Sigma Algebra, wahréhdls eine FunktiorP :2 — R den drei
Axiomen von Kolmogorov geniigen muss. Des weiteren ist die WSK des EreigAisses
nichts anderes als der Wert dieser Funk&h fiir das ArgumenAA aus4. Wie in Kapitel
2.2 schon erlautert, haben ausschliesdichignisseWahrscheinlichkeiten, und nur das
WSK-Masgibt Aufschluss Uber die Wahrscheinlichkeit eines jeden Ereignisses. Um letz-
teren auch Wahrscheinlichkeiten zuzuweisen, die darauf basieren, dass eine bestimmte Be-
dingung schon erfullt ist, liegt es nun nahe, ein bedingtes WSK-Mass zu definieren.
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Falls A ein Ereignis ist mitJ A] > 0, dann heisst die Funktion

P,:42 >R (8.2.1)
das bedingte WSK-Mass unter der Bedingung, dassntritt. Fur alle Ereigniss8 in 2
gilt

P,[B] = HAnB] (8.2.2)

PA]

Da A nB eine Untermenge vor ist, das heissiA n B [0 A, wissen wir, dass
FA nB]< HA] . Aber weil {An B] =0 und P A] # 0, folgt P[ A] > 0 und somit auch

0<P,[B]<1 (8.2.3)

fur jedes EreignidB in 4. Wir sehen also, dass das bedingte WSK-Mas#xiom (i) von
Kolmogorov erflllt. Weiter giltA n Q =A, so dass

P.[Q] =1 (8.2.4)

in (8.2.2) enthalten ist, was der Anforderung in Axiom (ii) von Kolmogorov entspricht. Seien
schliesslichB,, B,, B,,... paarweise unvereinbare Ereignisse, (& B, =0 fur i # ),

dann sind auch die Ereigniséen B,,A nB,,A nB,,... paarweise unvereinbar, und es gilt
gemass drittem Axiom von Kolmogorov:

P@; (An Bi)Ez 2 HA nB,].

Wird diese Formel in (8.2.2) verwendet, so erkennt man, dass auch Axiom (iii) von
Kolmogorov erfiillt ist, und man erhalt

SILESEIC) (8.2.5)

Wir haben gezeigt, dass das bedingte WSK-M3sallen drei Axiomen von Kolmogorov
genugt und somit ein gultiges WSK-Mass in der Klasse der Ereigmsdarstellt.
Gleichermassen bildet auch das Trif®| 4, B,) ein WSK-System.

Als néchstes rufen wir uns von Kapitel 2.2 in Erinnerung, ¢#§ intuitiv als Bruch
aufgefasst werden kann, dessen Nenner aus einer sehr grossen Anzahl "unabhangiger Ver-
suche" eines Zufallsexperimentes besteht, und dessen Zahler die Anzahl jener Versuche
darstellt, bei denen das Ereigiiseintritt. In &hnlicher Weise entspricBf A n B einem
Bruch, dessen Zéahler die Anzahl Falle, d&ssind B gleichzeitig auftreten, enthalt.

P.[B] = HA n B]/ BA] kann nun als Bruch jener Versuche aufgefasst werden, bei welchen
B eintritt, aber nur unter Berucksichtigung jener Versuche, in dénemtritt. Diese Inter-
pretation liefert nun den Grund, warum wA[B] zu Recht mit "bedingter WSK voB

unter der Bedingung, dags eintritt" bezeichnen.
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Da das bedingte WSK-Mad®, allen Axiomen von Kolmogorov genugt, kbnnen wir —in
Analogie zum konventionellen WSK-Mad3 — entsprechende Erwartungswerte, Ver-
teilungsfunktionen und WSK-Dichten definieren. Bevor wir uns aber dieser Aufgabe
zuwenden, wollen wir auf zwei Aspekte des bedingten WSK-Masses eingehen, welche schon
des 6ftern zu Verwirrung gefiihrt haben.

In unserer Definition vorP,[ ] forderten wir vonA, ein Ereignis mitf A] >0 zu sein.
Es wird manchmal behauptet, dd&snicht definiert ist, falls? A] = 0. Die Realitat zeigt
uns aber in vielen Anwendungen, d#&&$] auch im FalleP[ A] = 0 physikalisch bestimmt
ist. Tritt dieser Fall auf, sind aus dem bedingten WSK-Mass berechnete Wahrscheinlich-
keiten irrelevant beziglich der Lésung irgendeines praktischen Problems. Aber es gibt keinen
triftigen Grund, die Existenz solcher Wahrscheinlichkeiten zu leugnen. Wir wollen uns daher
darauf einigen, dastas bedingte WSK-Madg3[ ] immerexistiert im allgemeinen jedoch
unbekannt ist, fall& A] = 0. Um eine daraus resultierende Konsequenz zu erkennen, sei
darauf hingewiesen, dass (8.2.2) auch geschrieben werden kann als

AA nB]= HA] R[B]. (8.2.6)

Aus P A] =0 folgt F[An B] =0, und wir sehen, dass (8.2.6) auch eine giiltige Gleichung
darstellt, wennP[ A] = 0. Dies wére aber keineswegs der Fall, wenn wir auf der Nichtexistenz
von PA[B]‘F,[A]:o bestehen wiirden.

Der zweite Punkt, der Verwirrung stiftet, betrifft die Notation. Es verwendet praktisch
niemand die vorgéngig eingefiihrte Schreibwdtsk] fur das bedingte WSK-Mass unter
der Bedingung, dasA eintritt. Fast Gberall wird dieses WSK-Mass rﬁ(tj A) bezeichnet.

In dieser Notation wird (8.2.2) zu

p(B|A)=TACE] (82.7)
AA]

fur alle B in 4, falls [ A] # 0. Leider wird aber der Leser generell nicht darauf aufmerksam
gemacht, dass da®" in P[.] nicht dasselbe ist wie dasjenigeFP(1| A). Es ware bei weitem
weniger verwirrend, wenn sich jedermann auf die Schreibwjsk fur bedingte WSK-
Masse einigen wirde, so wie wir es in dieser Einfihrung gemacht haben. Da wohl kaum
Hoffnung besteht, dies durchzusetzen, werden wir von jetzt an die Ubliche Nth@ti/é})w
tbernehmen. Als kleine Hilfe fir den Leser werden wir aber immnate Klammern fir
bedingte WSK-Masse verwenden, wahrend wir konventionelle WSK-Mjsgeeiterhin
mit eckigerKlammern schreiben werden.

In "Standard"-Notation wird (8.2.6) zu
AA nB]=HA] B |A). (8.2.8)
Da aber auch
AAnBnC]=HAnB] KC|AnB)

zutrifft, kdnnen wir sofort darauf schliessen, dass
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HANBnC]=HA] B|A) C|A nB). (8.2.9)

Es sollte einleuchtend sein, dass auf der rechten Seite von (8.2.8) zwei verschiedene bedingte
WSK-Masse auftreten [namlicR(| A) und P(| An B)], und dass (8.2.9) auch gilltig ist,
wenn P[ A] = 0 oder/undP| A n B] = 0. Die naheliegende Verallgemeinerung

AA,nA,n..nA ]=HA JP(AJA ) HA A ;nA ,n..rA ) (8.2.10)

heisstMultiplikationsregel[multiplicationrule] fir bedingte Wahrscheinlichkeiten und gilt
ungeachtet der Félle, in welchen eines oder mehrere bedingte Ereignisse die WSK null hat.

8.3 "Totale Wahrscheinlichkeit" und Bayes'sche
Formel

Man sagt, das#\,, A ,,...,A, einevollstandige Klasse von paarweise unvereinbaren
Ereignissen - vKpuBcomplete class of pairwise mutually exclusive events - CCPMEE]
bilden, fallsA; n A, =0 flr i #] sowie A, 0A,0...0A, =Q. Anders formuliert bilden
AL A, ...,A, eine vKpuE, wenn genau eines dieser Ereignisse bei jeder Durchfihrung des
Zufallsexperimentes stattfindet. Wie wir spater sehen werden, spielen solche Klassen eine
fundamentale Rolle in der Entscheidungstheorie.

FallsA,,A,,...,A, eine vVKpuE bilden, dann folgt fur irgendein EreigBis
B=BnQ
=Bn(A,0A,0...0A,)
=(BnA,)O(BnA,)...BnA,).

Die EreignisseBn A;,BnA,,....B nA, sind ebenfalls paarweise unvereinbar, so dass
wir unter Anwendung des dritten Axioms von Kolmogorov

ABl=HBNA,J+ BBnA,]+...+ BBnA,]

erhalten. Nach Gebrauch von (8.2.8) erhalten wir ein Resultat, welches auf einen frag-
wirdigen Namen getauft ist:

Satz von der totalen Wahrscheinlichk&hlieorem of Total Probability]:

FallsA,A,,...,A eine vKpuE bilden, und irgendein Ereignis ist, dann gilt

ABl=HA] RB|A,)+ fA] BBIA )+..+ R.] BIA,). (831

Selbstverstandlich gibt es nicht so etwas wie eine "totale WSK", aber diese irrefihrende
Terminologie ist so tief in der Literatur verankert, dass man sich wohl damit abzufinden hat.

In Gleichung (8.2.6) lasst sich erkennen, dassRj# n B] = HB n A] auf zwei Arten
schreiben kénnen, namlich
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PlAnB]=HA] HB|A)= 1B] B B).

Falls P[ B] # 0, durfen wir noch durchf B] dividieren, und wir erhalten

P(A|B) = P[A]P[Fé? |A), (8.3.2)

was manchmal als Bayes'sche Formel bezeichnet wird. Puristen jedoch halten den Namen
"Bayes'sche Formel" frei fiir die Beschreibung der speziellen Form von (8.3.2),Avenn
eines der Ereignisse einer vKpuE darstellt und (8.3.1) fur die Umschreibung des Nenners
verwendet wird.

Bayes'sche Form¢Bayes' Rule]:

Falls A,,A,,...,A, eine VKpuE bilden, dann gilt fir all1<i < k) und alle Ereigniss@&
(wobei F[ B # 0):

SO L v oo

8.4 Bedingte Dichten und Erwartungswerte

Mit dem Wissen, dass ein bedingtes WSK-Mass mathematisch identisch ist mit dem
konventionellen WSK-Mass, sollte der Leser ohne weiteres imstande sein, die friher
vorgenommene Behandlung der Zufallsgréssen auf den bedingten Fall zu erweitern.

Die bedingte Verteilungsfunktion der Zufallsgrésée unter der Bedingung, dass
eintritt [the conditional probability distribution function for the random variablgiven that
A occurs] ist die Funktion

F, RoR (8.4.1)

X|A
so dass
Foa(¥) = P{{o:X(w) < x} | A). (8.4.2)

Aus Kapitel 2.3 folgt unmittelbar, dass (i) eine bedingte Verteilungsfunktion eine nicht ab-
nehmende Funktion ist, und (ilm_F,, (x) =0 sowie lim F,,(x)=1.

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsgrt%semter der Bedingung, dags
eintritt [The conditional probability density function for the random variablgiven thatA
occurs] ist die Ableitung der dazugehdrigen bedingten Verteilungsfunktion und wird mit
Pyia (.) bezeichnet. [Wie bei der konventionellen WSK-Dichte werden wir auch hier bei der
Ableitung Dirac-Stdsse zulassen, y, (.) zu erhalten.]
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Es folgt wiederum sofort aus Kapitel 2.3, dass

() eine bedingte WSK-Dichte auf der ganzen reellen x-Achse entweder nur
nichtnegative reelle Werte annimmt oder positive Dirac-Stosse enthélt, und
dass

(ii) }opXA(x) dx=1. (8.4.3)

Es seif(.) eine Funktionf: R - R. Dann ist debedingte Erwartungswert vof(X) unter
der Bedingung, dasA eintritt [conditional expectation of(X) given thatA occurs] die
reelle Zahl

E[f(X)|A]= +ff ()P a (x) dx (8.4.4)

[vorausgesetzt, dass dieses Integral existiee$ bedingte n-te Moment vof, unter der
Bedingung, das# eintritt [the conditional n-th moment of given thatA occurs] ist die
Bezeichnung flr die reelle Zahl

E[X“|A] = ]o’ox“ Py (X) dX. (8.4.5)

Die bedingte Varianz voiX, unter der Bedingung, dags eintritt, wird definiert als die
reelle Zahl

varlx|a]=Ex2a]-(Ex A ])" (8.4.6)

Wir nehmen nun an, dags;, A ,,...,A, eine vVKpuE bilden. Sei weiter das EreigBis
aus dem Satz der Totalen WSK definiert%ﬂs: X (w) sx} , dann erhalten wir unter Ver-
wendung von (8.4.2) und (2.3.1)

F(¥) =FA] R, (X)+HA] R, () +...+ BA] R, (X). (8.4.7)

Abgeleitet ergibt dies

P« () = F[A] Py, () + HA] P, () + ..+ BA] Py (X, (8.4.8)

was eine sehr nitzliche Formel darstellt im Zusammenhang mit einer vKpuE. Wird davon
auch in der Definition des Erwartungswertes (2.3.3) Gebrauch gemacht, resultiert unter
Berucksichtigung von (8.4.4) noch ein ausserst hilfreiches Werkzeug.

Satz des totalen Erwartungswerf&@georem of Total Expectation]:

Falls A;,A,,...,A, eine VKpuE bilden, dann ist

)] =AA B &) A ]+ B ] BXOA J+..+ R ] X B ](84.9)




8. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und bedingter Erwartungswert 95

Die Verallgemeinerung der ldeen dieses Kapitels auf Zufallsvektoren (ausgehend von
skalaren Zufallsgréssen) ist so selbsterklarend, dass wir darauf verzichten, den Leser mit
solchen Details zu langweilen.

8.5 Werte von Zufallsgréssen als Bedingungen

Vor allem in Entscheidungs- und Schatzproblemen beobachteten wir des 6ftern den Wert
irgendeiner Zufallsgross¥ , zum BeispielY =y; und wir brauchen die Kenntnis der
"WSK-Gesetze", welche die Voraussetzung dafur geben, dass wir diese Beobathtyng
gemacht haben. Anders ausgedriickt méchten wir das bedingte WSK-Mass kennen, unter der
Bedingung, dass das Ereign¥=y eintritt. Falls Y eine diskrete Zufallsgrésse ist,
entstehen dadurch keine Probleme, da das Ere{gniS’(w) :y} eine WSK grosser als
null aufweist. Oft ist abel eine kontinuierliche Zufallsgrosse, was zur Folge hat, dass das
EreignisY =y mit der WSK null eintritt. In diesem Fall kénnen wir (8.2.2) nicht ge-
brauchen, um das bedingte WSK-Mass zu berechnen, weil das bedingende Ereignis
B= {oo: Y (w) :y} die WSK null aufweist. Es stellt sich nun die Frage, wie wir dennoch ein
entsprechendes bedingtes WSK-Mass finden kénnen. Wie wir gleich sehen werden, erweist
sich die Antwort darauf als ziemlich einfach, wenn wir voraussetzen dirfen, dass die bedingte
WSK-Dichte p, (.) im PunktY =y stetig und ungleich null ist.

In der Realitat ist es unmdglich, zwischen zwei gentigend nahe beieinander liegenden
reellen Punkten noch unterscheiden zu kénnen. Vom physikalischen Standpunkt her gibt es
folglich keinen Unterschied zwischen dem Ereignis, déssy, und demjenigen, dass
y—-€<Y <y fir gentigend kleine. Falls p, (.) stetig und ungleich null ist iy, dann ist
fur alle positiven €

Ay-e<Ys<y]= [ p(B) B (8.5.1)

ungleich null, sowie — fiir geniigend kleirge— gut approximiert durclp)Y(y)s. Es erscheint
daher physikalisch sinnvoll und mathematisch konsistent, das bedingte WSK-Mass
P( Y= y) fur jedes Ereigni® wie folgt zu definieren:

P(B|Y =y)= ElimO+P(B|y—s<Y <y). (8.5.2)

Mit der AnnahmeP] B] # 0 kann (8.5.2) unter Zuhilfenahme der einfachen Bayes'schen
Formel (8.3.2) umgeschrieben werden:

AB] Hy-e<Y<y|B)
oo Fy-e<ysy]

Genau wieP[y-¢& < Y < y] durchp, (y)e (& geniigend klein) gut approximiert ist, so wird
auch P(y—e <Y<y| B) gut angenahert durqtnY‘B(y)e. (8.5.3) ist daher identisch mit dem
Ausdruck

P(B|Y =y)= lir (8.5.3)
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AB] pys(Y)

P(B|Y=y):T(y)'

den wir nun auch fir unsere Definition v@(18| Y= y) ubernehmen.

Y sei eine Zufallsgrosse, wobgj (.) stetig und ungleich null ist an der Ste¥e=y. Unter
dieser Annahme definieren wir dasdingte WSK-Mass unter der Bedingung, déssy
[conditional probability measure given thét=y] als die FunktionP( JY :y) 4 >R, so
dass

(8.5.4)

fir alle Ereignissed mit P[B| # 0. Falls P{ B] = 0, werden wir generelP(B| Y = y) als un-
bekannt annehmen [es braucht nicht null zu sein, denn Bermm Beispiel selbst das
EreignisY =y ist, wirde darausP(B| Y= y) =1 resultieren]. Ahnlich haben wir nur
Kenntnis von der Existenz, nicht jedoch um die GrdsseR(an: y), falls pY(y) =0.Im
Vergleich mit (8.3.2) fallt auf, dass (8.5.4) als eine Art "Mischform der Bayes'schen Formel"
aufgefasst werden kann. "Mischform" ist in dem Sinne gemeint, dass in (8.5.4) sowohl
Wabhrscheinlichkeiten diskreter Ereignisse als auch WSK-Dichten auftreten.

Nach Multiplikation mitpY(y) und anschliessender Integration erhalten wir aus (8.5.4) ein
nutzliches Resultat.

Integrale Form des Satzes von der totalen Wahrscheinlichktggral Form of the Theg
rem of Total Probability]

Fur jedes Ereigni8 und jede Zufallsgross¥ mit einer stetigen WSK-Dichte gilt

Fe]= [ p,(y) HBIY =) . 59

Aus der Definition (8.5.4) ist ersichtlich, daBél Y= y) zweifellos ein korrektes WSK-
Mass darstellt, wenm, (y) # 0; folglich geniigtP(| Y ='y) auch den drei Axiomen von
Kolmogorov. Wir wollen daheP(| Y= y) auf gleiche Art und Weise flir die Bestimmung
von bedingten Verteilungsfunktionen und WSK-Dichten benitzen. liEdingte
Verteilungsfunktion der Zufallsgrésse, unter der Bedingung, dasg =y, [conditional
probability distribution function for the random variab{e given thatY =y] ist die Be-

zeichnung fur die Funktiof,, _ : R - R, so dass gilt:

F

XY =y

(x) = Elig10+P({w:X(w)SX} ly-e<Y<y). (8.5.6)
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Die bedingte WSK-Dichte der Zufallsgros3e unter der Bedingung, das¥ =y,
[conditional probability density function for the random variaklgjiven thatY =y ] enthalt
man durch Differenzieren von (8.5.6):

Pravey ()= 5 By (9

— lim F)(‘Y:y(x) - Fx\vzy (X_é)
50" o
P(X <x|Y =y)- AX <x -3|Y =y)

0
_ 6”£n0+ P(x -0< X; X|Y =y)
P(x—6<sz|y—s<Y Sy)
5 ;

wobei in der letzten Zeile von (8.5.2) Gebrauch gemacht worden ist. Aus (8.2.2) folgt nun,
dass

= lim
d - 0

= lim Ilim
d-0"¢g - 0"

P x-3<X(w)<x und y-¢< Y(w)<}]
m lim_ SF{w:y-e<Y(w)<y]]

Wenn py (.,.) stetig ist im Punkfx,y), so erhalten wir

pX\Y =y (X) = 5“

Pxjy =y (x) = lim_ lim Pxy (X’ y)58 _ Pxv (X,y)
-0 e-0 3py(y)e  py(y)
was einen unerwartet einfachen Ausdruck darstellt. Der Leser muss an dieser Stelle leider

darauf aufmerksam gemacht werden, dass nicht, (.) der Notation fur die bedingte
WSK-Dichte entspricht, sondern die viel verwirrendere Bezeichrpgp@y).

(8.5.7)

Wir fassen zusammen:

Falls die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte [joint probability density functigp].,.) der
ZufallsgrossenX und Y stetig ist im Punkfx,y) fiir allex OR, und falls die WSK-Dicht

p, (.) stetig und nicht null ist im Punkt, dann ist die bedingte WSK-Dichte der Zufalls-
grosseX unter der Bedingung, da¥s=y , gegeben durch

Py (1Y)
po(y)

Py (1Y) = (8.5.8)

Wenn nicht anders spezifiziert, werden wir von jetzt an stillschweigend annehmen, dass
die bedingte WSK-Dichter‘Y (| y) nach (8.5.8) berechnet werden kann. Formel (8.5.8)
lasst sich auch schreiben als

P (% Y) = By (X Y) (V). (8.5.9)
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Wenn alsof(.,.) eine reellwertige Funktion zweier reellen Variablen ist, dann erhalten wir

+00 +00

E[f(X.Y)] = J;J;f Ky )P (X y)dx dy
= jj F(.Y) Py (X[Y) Py (¥) dx dy
- If f(x.y) Py (X]y) dx p, (y) dy . (8.5.10)
Nun ist aber N
E[f(X.Y)]Y =y]|= If Ky )P K Iy Jdx (8.5.11)

immer eine Funktion vory, unserer Definition des totalen Erwartungswertes entsprechend.
Wird (8.5.11) in (8.5.10) verwendet, erhalten wir das folgende hilfreiche Resultat.

Integrale Form des Satzes vom totalen Erwartungsjh@egral Form of the Theorem o¢f
Total Expectation]:

+00

E[f(X,Y)]=I Y)Y = pf)uy. (8.5.12)

—00

Wir wollen dieses Kapitel mit der Bemerkung schliessen, dass sich samtliche obigen
Herleitungen einfach von Zufallsgréssen auf Zufallsvektoren verallgemeinern lassen. Wir
wollen daher die langweiligen Einzelheiten dieser Erweiterung dem engagierten Leser Uber-
lassen.
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Kapitel 9
Entscheidungstheorie

9.1 Einfihrung

Beim Problem der Entscheidungstheorie geht es im allgemeinen darum, sich aufgrund
einiger Beobachtungen festzulegen, welches Ereignis aus einer Auswahl von interessierenden
Ereignissen tatsachlich stattgefunden hat. Wird zum Beispiel ein empfangenes Signal
beobachtet, so mdéchte man sich dafur entscheiden, welchels waiglichen Signalen
eigentlich gesendet wurde. Das Blockdiagramm in Bild 9.1.1 veranschaulicht das allgemeine
Entscheidungsproblem. Der Beobachter sieht den Weles Zufallsvektorsy und fallt
darauf seine Entscheidurtdfy), welches der Ereigniss&,, A ,,...,A, stattgefunden hat.

Wir wollen an dieser Stelle festhalten, d#ssA ,,...,A, immer eine vollstandige Klasse

von paarweise unvereinbaren Ereignissen (vVKpuE) bilden undj(iﬁﬁi die Bezeichnung

ist fir die Entscheidung des Beobachters, daseingetroffen ist. Diese Entscheidung
erweist sich als richtig, wenn der aktuelle Ausgandes Zufallsexperiments iA, ist, d.h.

wenn A, auch tatsachlich eingetreten ist; im anderen Fall stellt sich diese Entscheidung als
falsch heraus.

Random W
Experiment— | Y() [—— d(.) —> d(y)

Fig. 9.1.1 Eine Veranschaulichung des allgemeinen
Entscheidungsproblems. Die Entscheiduwi{g
nimmt Werte an in der Mendd, 2,..., K , wobei
AL A, ...,A die interessierenden Ereignisse
darstellen.

In jedem Entscheidungsproblem ist erstens genau festzulegen, was zum vornherein
bekannt ist, und zweitens, was erreicht werden soll (das Gutekriterium). Die bedingten WSK-
Dichtenp,, () fur i=1,2,...k sind in fast allen Entscheidungsproblemen bekannt, und
wir werden dies darum auch immer voraussetzen. Was aber mhieri Wahrschein-
lichkeiten P[A,], RA ] ..., PA|] der interessierenden Ereignisse betrifft, kann nicht immer
von deren Kenntnis ausgegangen werden. Es gibt viele mogliche Gutekriterien, die zur An-
wendung kommen. Wir wollen in diesem Kapitel die wichtigsten aus der Vielfalt von
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Entscheidungsproblemen betrachten, welche sich alle durch eine unterschiedliche Spezifika-
tion der Vorkenntnisse und des Gutekriteriums auszeichnen.

9.2 Die MAP-Entscheidungsregel

Das naheliegendste und sehr oft verwendete Gutekriterium fir eine Entscheidungsregel
d() ist die WSK einer richtigen Entscheidung. €edas Ereignis, dass die Entscheidung
richtig ist, d.h. das#\,,, tatsachlich eintritt. Hiermit kénnen wir unser erstes Entschei-
dungsproblem wie folgt definieren:

Entscheidungsproblem #1

(1) Die bedingte WSK-Dichte, , (.) wie auch die priori Wahrscheinlichkeit] A ]
ist bekannt fun =1,2,... k.

(2)  Wir sollen die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Entscheidgig maximieren.

Es ist nicht schwierig, die optimale Entscheidungsregel fur dieses Problem zu bestimmen.
Die Integralform (8.5.5) des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit bildet unseren Ansatz:

F’[C]=}°F(C|Y=y) p(y) o . (9.2.1)

Unter der Bedingung, dass =y, tritt aberC nur dann ein, faIIsAd(y) eintritt, d.h.
P(C|Y =y)= F(Ad(y)|Y =y). (9.2.2)
Durch Einsetzen von (9.2.2) in (9.2.1) ergibt sich
A= [ H{AglY =y)p0) o 0.2.3)

Da p, (y) nicht negativ ist und weil wid(y) unabhangig fir ally wahlen kénnen, folgt aus

(9.2.3), dassP[C] fur jedesy durch diejenige Wahld(y) maximiert wird, welches
P{ Ay Y =y | maximiert.

Die Entscheidungsregel, d § maximiert, lautet wie folgt: Wahle fur jedgsdasjenige
d(y) als den (oder einen von mehreren gleichwertigen) Iridexelcher P( A |Y =y)
maximiert. Diese Regel heisst MAP-Regel (wobei MAP das Akronymmi@ximum g

posterioriist), weil man sich( AlY =y) als WSK des Ereignisses, vorstellen kann
nachdendie Beobachtungy =y gemacht worden ist.

Wie schon erwahnt, ist die MAP-Regel interessant, aber nicht sehr nitzlich, da wir die
bedingten Wahrscheinlichkeitd?( AlY :y) far i =1,2,....k nicht direkt kennen. Um

diesen Mangel zu beheben, machen wir Gebrauch von der "Mischform der Bayes'schen
Formel" (8.5.4)
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P(Ad(y) Y :y) py(y) = F{Aam] pY\Ad(y) (v)- (9.2.4)
Wenn wir (9.2.4) in (9.2.3) einsetzen, ergibt sich
FC] ::[o F{Ad(y)] pY\Ad(y) (y) oy (9.2.5)

Wir maximierenP[ d, d.h. das obenstehende Integral, durch Maximieren des Integranden
P[Ad(y)] pY‘A (y) fur jedesy. Wir haben somit folgende Analogie gezeigt.
d(y)

Die MAP-Regeld.h. die Entscheidungsregel, Welcﬁ[ec] maximiert, lautet wie folgt
Wahle firr jedesy dasjeniged(y) als den (oder einen von mehreren gleichwertigen) Index
i, welcherP[ A ] p,, (y) maximiert.

Wir haben nun die MAP-Regel auf eine nitzliche Form gebracht, da sie sich lediglich auf
Grossen bezieht, die in Entscheidungsproblem #1 als bekannt vorausgesetzt worden sind.

Gleichung (9.2.5) stellt eine brauchbare Formel darAig} fir jede Entscheidungs-
regel d(.) zu berechnen, nicht nur furr die optimale MAP-Regel. Manchmal ist es aber be-
qguemer, diese Formel abhtscheidungsgebiet®, 7, ..., 9, umzuschreiben, die wie folgt
definiert sind

5 ={y:dy)=1}. (9.2.6)

Selbstverstandlich ist die Spezifikation einer Entscheidungsfunktion analog zu jener dieser
Entscheidungsgebiete. Bal19; genau dann zutrifft, Wend(y) =i, kdnnen wir (9.2.5) auch
schreiben als:

P[C] =g HA] [ by, (v) oy (9.2.7)

Diese Formel ist fur jede Entscheidungsregel guiltig und stellt oft den bequemsten Weg dar,
um A g zu bestimmen.

9.3 Die Maximume-Likelihood Entscheidungsregel

Wir betrachten nun eine Entscheidungsregel, die bei fehlender Kentrés poteri
Wahrscheinlichkeiten voi, A ,,...,A, benutzt werden kann. Diesmal spezifizieren wir
kein Entscheidungsproblem und fordern hiermit auch nicht, dass diese Entscheidungsregel
optimal ist.

Die Maximum-Likelihood (ML) Regédutet: Wahle fiir jedey dasjeniged(y) als den
(oder einen von mehreren gleichwertigen) Indﬁnelcheer‘A_ (y) maximiert.

Warum ist diese Entscheidungsregel interessant? Ein bevorzugtes Argument ist das folgende:
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Die ML-Regel stimmt mit der MAP-Regel genau dann Uberein (und maximiert folglich
auchP[d), wenn allea priori Wahrscheinlichkeite{A,], RA ] ..., PA|] gleich gros
sind (n&mlich1/k).

Sehr Uberzeugend ist dieses Argument fur die Rechtfertigung der ML-Regel nicht, da die
tatsachlichera priori Wahrscheinlichkeiten drastisch voneinander abweichen kénnen. Ein
besseres Argument fur die ML-Regel kann durch die Tatsache geliefert werden, dass die
Gleichheit vona priori Wahrscheinlichkeiten genau dort angenommen wird, wo es am
schwierigsten ist, eine zuverlassige Entscheidung zu treffen. Eine fir diesen "worst case"
optimale Entscheidungsregel, d.h. die ML-Regel, sollte auch in allen anderen Fallen
verniunftige Resultate erbringen. In den Ubungen wird die "robuste Gute" der ML-Regel
aufgezeigt, woraus verstandlich wird, dass diese Entscheidungsregel zur beliebtesten in der
Nachrichtentechnik avanciert ist.

9.4 Die Bayes'sche Entscheidungsregel

Oftmals in Entscheidungsproblemen wirken sich gewisse Fehler schlimmer aus als an-
dere. Es ist zum Beispiel im allgemeinen kostspieliger, wenn ein Rauchmelder falschlicher-
weise "kein Rauch" meldet als umgekehrt. Um mit solch ungleichen Kosten umgehen zu
kénnen, definieren wis,_, als die Kosten, die entstehen, wehp eingetroffen ist, man sich
aber dafur entschieden hat, d@gseintreffen wirde. [Es wird darauf hingewiesen, dass
die Kosten einer richtigen Entscheidung darstellen; vielfach syjrd= 0 gewahlt, aber diese
Einschrankung ist nicht nétig.] Des weiteren definieren wir die Zufallsgr&seals die
Kosten einer Entscheidung, so daSg) =s,,, falls das Ergebnisw des Zufalls-
experimentes irA_ ist (d.h. A, eintritt), und faIIsd(Y(oo)) = n (d.h. wir entschieden haben,
dass A, eintreten wirde). Wir kdnnen hiermit ein interessantes Entscheidungsproblem
formulieren.

Entscheidungsproblem #2llgemeines Bayes'sches Entscheidungsproblem):

(1)  Die bedingte WSK-Dichte, , (), sowie diea priori WSK P A/ seien bekannt
fari=1 2, ...,k. Die Kostens,,, fur den Fall, wenmA , eintritt, wir uns aber flr
A entschieden haben, seien fiir=1, 2,...,k und n=1, 2, ...,k bestimmt.

(2)  Wir wollen die zu erwartenden Kosten der Entscheidtit§ minimieren.

Um eine optimale Entscheidungsregel fir dieses Problem zu finden, ist es vorteilhaft, ein
EreignisD, einzufuihren, welches besagt, dass wir ungAfiientschieden haben, d.¥. in
9; ist. Die EreignisseD,,D,,...,D, bilden eine vKpuE, genauso wie die Ereignisse
A, A, ...A,. Es bilden folglich auch di&* EreignisseA,_ n D, fir m=12, ...,k und
n=1 2, ...,k eine vKpuE. Wir kbnnen somit den Satz des totalen Erwartungswertes (8.4.9)
anwenden:
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E[g = i i AA,nD] S| A,n D]. (9.4.1)

Wenn aberA | n D, eintritt, betragen die Koste® genaus,

mn?

so dass
E[S|A, n D, = s, (9.4.2)

Des weiteren gilt:

AA,n D] =FA,] DA ,)
=P[A, ] PlYO9A,)
=P[A,] | Py, () dy . (9.4.3)

Durch Einsetzen von (9.4.2) und (9.4.3) in(9.4.1) erhalten wir
k k
B[S =Y HA Y s [ Ria, () &, (9.4.4)
m=1 n=1 a

was eine bequeme Form darstellt fir die BerechnungE[Giw fur irgendeine Entschei-
dungsregel, weil ja samtliche Grossen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens bekannt
sind. Fur die optimale Entscheidungsregel fehlt jedoch noch eine nitzliche Form.

Wir halten fest, dasg 09, falls d(y) = n. Somit ist

k

lemnfplem(y) dy = Zlf Sin F?|Am()’) g

= _I Sly) Py, () O (9.4.5)

Wenn wir (9.4.5) in (9.4.4) einsetzen und die Reihenfolge von Summation und Integration
vertauschen, ergibt sich nun

Ed = E ilsmd(y) A A Ba (y)ﬁcy. (9.4.6)

Da dieses Integral minimiert werden kann, indem wir den Integranden fur yedesi-
mieren, resultiert die optimale Entscheidungsregel wie folgt:

Die Bayes'sche Entscheidungsregkh. die Regel, welch&[S] minimiert, lautet: Wahlg

fur jedesy dasjeniged(y) als den (oder einen von mehreren gleichwertigen) Ind
welches

D
X

D S Al An] Py, (v) (9.4.7)

minimiert.
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9.5 Maximum-Likelihood Entscheidungen und der
Viterbi-Algorithmus

Wir haben bereits die Robustheit der ML-Entscheidungsregel und deren Beliebtheit in
der Nachrichtentechnik angesprochen. In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren be-
trachten, welches ML-Entscheidungsregeln implementiert. Es tragt die Bezeichnung "Viterbi-
Algorithmus" und hat die Nachrichtentechnik tber die letzten zwei Jahrzehnte revolutioniert.
Vorerst wollen wir aber eine bequeme Notation fur die Beschreibung der ML-Regel aus
Abschnitt 9.3 einflihren. Dabei wird auf ein dusserst nitzliches Prinzip hingewiesen, welches
ML-Entscheidungen zugrunde liegt.

Aus Abschnitt 2.3 entnehmen wir, dass eine Zufallsgro§seine Abbildung des
Ereignisraume®) auf die MengeRIder reellen Zahlen ist. Der mK(Q) bezeichnete
Wertebereichirange] dieser Abbildung ist die Menge der rellen Zalefiir welche es ein
bestimmtesw in Q gibt und fur die gilt:X(w) =x. Mit anderen Worten isX(Q) die
Menge aller moglichen Werdder ZufallsgrosseX . Einediskrete Zufallsgrossest eine
Zufallsgrosse, deren Menge aller méglichen Werte endlich oder héchstens abzahlbar unend-
lich ist. Wir wollen eine auk mdoglichen Werten bestehende ZufallsgroXsenamlich
X(Q) = {xl, xz,...,xk} , einek-wertige Zufallsgrossx-ary random variable] nennen.

Unser Interesse ik-wertigen Zufallsgréssen beruht darauf, dass sie eine nattrliche
Moglichkeit fur die Spezifikation einer vollstandigen Klasse von paarweise unvereinbaren
EreignissenA,, A ,,...,A, (VKpuE) bietet. Definieren wir

A ={w:X(w)=x},

wobei X(Q) ={x,,X,,...,x,} , dann haben wir eine vKpuE bestimmt. [Uberdies sollte es
dem Leser klar sein, dass wir die WSK-Dichte wénals

()= HA]8(.—x,)+... + BA,] & ~x,)
schreiben kénnen, aber wir werden von dieser Tatsache keinen Gebrauch machen.]

Des weiteren legen wir fest, dass der Zufallsvektoein k-wertiger Zufallsvektor ist, falls
X(Q) ={x,,X,,....x,} . Die EreignisseA, A ,,...,A, wobei A, ={w: X(w) =x} , bilden
wiederum eine vKpuE.

Es leuchtet nun ein, dass das Entscheidungsprobelches/on einer vKpuE tatsachlich
eingetreten ist, im wesentlichen identisch ist zu jemagichesron k moglichen Werten aus
irgendeinemk-wertigen Zufallsvektor (oder einer Zufallsgrésse) schliesslich eintritt. Es ist
naheliegend, die Entscheidung fur einen Wert aus elavertigen ZufallsvektoX mit ?(,
sowie p, (.) mit pY‘X(.|xi) zu bezeichnen. Mit dieser Ubereinkunft lasst sich die ML-
Regel aus Abschnitt 9.3 wie folgt neu formulieren:

Die ML-Entscheidungsregddutet: Wéhle fir die Beobachturygdiejenige Entscheidun
X fur den k-wertigen ZufallsvektoiX als den (oder einen von mehreren gleichwertigen)
Wert(en)x; in X(Q) ={Xy, X5,....X} , deer‘X(y|xi) maximiert.
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Wir kommen nun zu einer Eigenschaft von ML-Entscheidungen, die so nitzlich wie einfach
ist.

InvertierbarkeitsprinzigInvertibility Principle] fur ML-EntscheidungerSei X =f(U),
wobei f:U(Q) - X(Q) ={x,,X,,....x,} . Falls f eine invertierbare Funktion ist, d.h.
U =f"(X), dann istX nur dann die ML-Entscheidung f¢ aus der Beobachtuny,
wenn U = f‘l(%) die ML-Entscheidung futJ aus derselben Beobachtulgist.

Diese Eigenschaft ruhrt von der Tatsache her, f@sX(w) =x} :{ wU( o :f‘l(xi)} :
Daraus folgt, dass, nur danan‘X(y|xi) maximiert, fallsu, =f™(x,) die bedingte WSK-
Dichte pY‘U(y| u,) maximiert.

Anstatt den Typ von ML-Entscheidungsproblemen, deren Lésung mittels Viterbi-Algorith-
mus gefunden werden kann, allgemein herzuleiten, beginnen wir mit einem einfachen (aber
praktischen) Beispiel, woraus wir spater das allgemeine Problem ableiten werden.

Betrachten wir das digitale Ubertragungssystem in Figur 9.5.1. Die Datensymbole seien
hier binare Zufallsgrossen, Werte{inl, +3 annehmend. Die Datensymbole werden durch
einen Kanal Ubertragen, bestehend aus einem FIR-Filter erster Ordnung mit der Uber-
tragungsfunktion

H(z)=1-Z"

Der Filterausgang wird mit einem additiven weissen Gauss'schen Rauschen (AWGN -
additive white gaussian nois&J] mit Varianzo? Uberlagert.

[Man beachte, das#i(e”®)|= 2sin(/2), und dieses FIR-Filter somit im Frequenzband
-11<Q < mHochpasseigenschaften aufweist, was typisch ist fiir Ubertragungskanale.]

U[i-1]

U[i]

Uli] OF 1,-1

Y[il

Z[i] (AWGN, Variane ¢°)

Fig. 9.5.1  Typisches digitales Ubertragungssystem.
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Wir wollen nun eine ML-Entscheidung fir den Zufallsvektor
U=(u[]. 41,4 2)
treffen, unter der Annahme, dass
U-1=+1 (9.5.1)
und
u[3 = +1 (9.5.2)

(was vor der Ubertragung zwischen Sender und Empfanger zum Beispiel hatte abgemacht
werden kdnnen). Die Beobachtung setze sich wie folgt zusammen:

Y =(Y[a.Y[3.Y] 2.1 B).

Wir beginnen mit der Losung des Problems, indem wir — auf Fig. 9.5.1 bezogen — mit der
Definition

X =(X[0],X[3.4 2.4 B)
und
z=(7[0.41.4 2.1 B)
die beiden Zufallsvektoren addieren:
Y =X 47 (9.5.3)

Mit der vorgangig eingefiihrten Bezeichnung ‘aaitlitivem Rauschest die Unabhangigkeit
des ZufallsvektorZ von X, zu welchem er addiert wird, gemeint. (9.5.3) lasst sich somit
schreiben als

pY|X(y|X) = pz(y_x) (9.5.4)

(was hiermit auch als Definition vaudditivem Rauschesufgefasst werden kann). Da aber
Z weisses Gauss'sches Rauschen mit Var@nist, sind dessen Komponenten unab-
hangige, mittelwertfreie Gauss'sche Zufallsgréssen mit Vagango dass gilt:

3 1 _l(y[i]_)z([i])z
pZ(y_X):IJ \/Z'[O‘ez °

1 e—z;g(ym—x[i])z
(2n)* o* '

(9.5.5)

Dies fuhrt uns zu unserer ersten Schlussfolgerung:

Die ML-EntscheidungX fur X beziglich der Beobachtung =y ist der Vektorx in
X(Q), welcher die quadratische Euklidische Distanz zwisckemund y, namlich

Z?:O(y[i] ~x[i])*, minimiert.
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Wir rufen uns nun in Erinnerung, dass eigentli¢hund nichtX die Grosse darstellt, fur
welche wir eine ML-Entscheidung treffen wollen. Es ist ziemlich augenfallig (und wir werden
dies spater auch explizit zeigen), daéseine invertierbare Funktion vod ist. Dem
Invertierbarkeitsprinzip fur ML-Entscheidungen entsprechend ist eine Entscheidung
beziglichX gleichbedeutend mit jener bezuglith Wir werden jedoch immer noch mit
zwei beachtenswerten Problemen konfrontiert, namlich

(i) wie X(Q), die Menge aller mdglichen Werte voh, auf eine passende Art
beschrieben werden kann; und

(i) wie auf einfache Weise der Vektarin X(Q), der die quadratische Eukli-
dische Distanz zy minimiert, gefunden werden kann.

Dem Problem, eine geeignete Beschreibungdi{i2) zu finden, wollen wir uns zuerst
widmen. Wir zeichnen hierfur den fir die Erzeugung Yomelevanten Teil des Systems von
Figur 9.5.1 nochmals auf.

il NG
, .
ulil Of 1,-1 ..

X{i]

Fig. 9.5.2:Das LDS, dasX generiert.

Das SignalX[] ist lediglich der Ausgang eines FIR Filters erster Ordnung, an dessen Ein-
gang das Datensignal[] liegt. Uberdies verkorpert

ofi] =U[i -1 (9.5.6)

gerade deZustanddieses LDS zum Zeitpunkt (In diesem speziellen Fall ist der Zustand
nur darum ein Skalar, weil das FIR-Filter mimenSpeicher aufweist.) D8J[i] fur alle i

nur Werte in{-1+} annimmt, folgt aus (9.5.6), dass auch nur zwei Zustande in Frage
kommen. (Es waren ab&" Zustande bei einem FIR Filter n-ter Ordnung). So fihrt die
Einschrankung des Eingangs auf zwei Wert¢-i, +} das LDS von Fig. 9.5.2 in eine
endliche Zustandsmaschiffaite-state machine, FSM] Uber, dessen Zustandsibergangs-
diagramm in Figur 9.5.3 wiedergegeben ist. Darin ist jeder Ubergangurnit
gekennzeichnet, wobai den FSM-Eingang darstellt, welcher den entsprechenden
Zustandsubergang verursacht, und wobeden dazugehdrigen FSM-Ausgang beschreibt.
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-1/0

+1/+2 1/-2

+1/0
Fig. 9.5.3:Zustandstibergangsdiagramm der FSM von Figur 9.5.2.

Als nachstes rufen wir uns die Annahme (9.5.1) in Erinnerung, die gemass (9.5.6) analog ist
zu

o[0] = +1. (9.5.7)

Es ist nun nicht mehr schwierig, ausgehend vom Zustandsibergangsdiagramm ein weiteres
Diagramm zu zeichnen, in welchem die zeitliche Entwicklung des Zustandes, sowie des
entsprechenden Systemausgangs uber das interessierende Intervall ersichtlich wird. Eine
solche Realisation ist in Figur 9.5.4 abgebildet. Man beachte, dass unsere Annahme (9.5.2)
gemass (9.5.6) der Gleichung

0[4] =+1 (9.5.8)
entspricht.
0 0
-1 > -1 > -1 < -1
+2 +2 +2 +1
-2 -2 -2
0 0 0 0
+1 > +1 > +1 > +1 > +1
ol0] X [0] o[l X[1] o2 X|[2] o[3] XI3] o[4]

Fig. 9.5.4: Der Trellis, derX(Q) fur die FSM von Fig.9.5.2

spezifiziert, mit den Randbedingungen (9.5.1) und
(9.5.2).



9. Entscheidungstheorie 109

Somit ist sowohl der Anfangs- wie der Endzustand eindeutig festgelegt. Dieses Diagramm
tragt den Namen Trellis-Diagramm, weil es gewisse Ahnlichkeiten zu einem Spalier (engl.
Trellis) aufweist, das oft in Rosengarten anzutreffen ist. Die Mé{g® aller moglichen
Vektoren X ist nur die Menge der 8 Vektoren, die die Kennzeichnung der 8 Trellis-Pfade
vom Anfangs- zum Endzustand bilden.

Der obere der beiden Zweige, die jeden Zustand verlassen, resultiert aus einem Ein-
gangswert-1, wahrend der untere Zweig jeweils das Ergebnis+bam Eingang darstellt.
Es ist nun keine Hexerei mehr, den Vektor=(u[0], 3, §i2) zu finden, wenn
x =(x[0],X 3.4 2, % B) gegeben ist. Dem Vektor= (-2, +2, -2, + 2 liegt zum Beispiel
u=(-1 +1, -1 zugrunde. Dies zeigt uns, daXstatsachlich eine invertierbare Funktion
von U ist, was die Anwendung des Invertierbarkeitsprinzips fur ML-Entscheidungen recht-
fertigt. Wir sehen dariber hinaus, dass es eine ziemlich triviale Angelegenheit ist, bei
gegebener ML-EntscheidurX; die dazugehorige ML-Entscheiduﬁﬁ zu finden.

Es bleibt uns also nur noch, das andere Problem zu |6sen, namlich dasjenige, wie wir, flr
ein bestimmtey, auf einfache Weise jenen Pfaddurch den Trellis von Figur 9.5.2 finden
konnen, der die quadratische Euklidische Distany zuinimiert. Hierzu werden wir uns
strikte an die Tatsache halten, dass diese quadratische Euklidische Distanz

3

d2(x,y) = z(y[i] -x[i])* (9.5.9)

additivist iber die Zweige entlang des Pfadeslurch den Trellis hindurchwir werden
das allgemeine Verfahren anhand eines Beispiels veranschaulichen und verwenden
y={-5-1.0,+.5+1b (9.5.10)

als beim Empfanger beobachtete Sequenz.

Jeder Zweig der Tiefe wird nun mit seineZweig-Metrik (y[i] —x[i])* gekennzeichnet,
wobei x[i] das Symbol jenes Zweiges im Original-Trellis von Fig. 9.5.4 darstellt. Wir erhal-
ten somit der in Fig. 9.5.5 gezeidteellis der Zweig-Metriken.

1.0 0.25 -1
1 > 1 > 1 <
+1

9.0 2.25 0.25
2.25 1.0 6.25
0.25 1.0 0.25 2.25
+1 > +1 > +1 > +1 > +1

Fig. 9.5.5: Der Zweig-Metrik-Trellis fir den Trellis von Fig.
9.5.4, fallsy ={-5,-1.0,+.5+1b.
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Es geht jetzt darum, jenen Pfad durch den Trellis von Fig. 9.5.5 hindurch zu finden, welcher
die kleinste Gesamtmetri&kufweist, d.h. die kleinste Summe der Zweig-Metriken. Diese
Aufgabe kann mit dem Viterbi-Algorithmus geltst werden, der wie folgt beschrieben wird:

() Ordne dem ersten Knoten (d.h. Zustand) im Trellis die Métriu.

(i) Gehe einen Zweig tiefer in den Trellis. Fur jeden Knoten dieser Tiefe ist
folgendes zu tun:

(@) Addiere die Zweig-Metrik jedes eintreffenden Zweiges zur Metrik
des vorangegangenen Knotens am Anfang des entsprechenden
Zweiges, um die gleiche Anzahl provisorische Knoten-Metriken zu
erhalten wie eintreffende Zweige.

(b) Erhebe die kleinste dieser provisorischen Knoten-Metriken zur (defi-
nitiven) Knotenmetrik. Entferne alle in diesen Knoten eintreffenden
Zweige ausser denjenigen (oder einen derjenigen, falls mehrere), von
welchem jene kleinste Knotenmetrik stammt.

(i) Beende die Schleife, wenn am Trellis-Ende angelangt, andernfalls gehe zu
Punkt (ii).

Fig. 9.5.6 zeigt das Trellis-Diagramm von Fig. 9.5.5, nachdem der Viterbi-Algorithmus
auf alle Zweig- und Knoten-Metriken angewendet worden ist. Ein in Schritt (ii) entfernter
Zweig ist in Fig.9.5.6 mit einem Kreuz{ gekennzeichnet. Werden vom Trellis-Ende her
rickwatrts die verbleibenden Zweige durchschritten, stellt sich heraus, dass es nur noch einen
Pfad gibt, welcher zur Daten-Sequenz

u=(+1,-1-1
gehdrt; diese ist ndmlich unsere ML-Entscheid%gIEjjr U.
2.25 1.25 1.50 -1
1.0 0.25
1 x| -1 > -1 1
2.25 0.25
2.25 6.25
0 0.25 1.25 1.50 1.75
0.25 1.0 0.25 2.25
+1 > +1 > +1 > +1 —X +1

Fig. 9.5.6: Trellis von Fig. 9.5.5, auf welchen der Viterbi-
Algorithmus angewendet wurde.



9. Entscheidungstheorie 111

Um zu zeigen, dass der Viterbi-Algorithmus stets den optimalen Pfad durch den Trellis
hindurch findet, argumentieren wir wie folgt:

Falls der Viterbi-Algorithmus einen Zweig in Punkt (ii)(b) entfernt, dann liegt dieser 4weig
auch nicht auf einem optimalen Pfad (oder auf dem alleinigen optimalen Pfad) duich den
Trellis hindurch, bevor dieser Zweig entfernt wurde.

Die provisorische Metrik fir diesen entfernten Zweig war grésser als jene flr den
beibehaltenen Zweig, der zwsalben Zustantiihrt. Da aber beide Pfade zu diesem Zustand
gleichermassen durch den Trellis hindurch vervollstandigt werden kdnnen, gibt es einen
besseren kompletten Pfad durch den beibehaltenen Zweig mit kleinerer Metrik als der best-
mogliche durch einen entfernten Zweig. Letzterer war folglich kein optimaler Pfad durch den
Trellis. Falls ein entfernter Zweig dieselbe provisorische Metrik ergab wie der beibehaltene
Zweig, dann weist der beste Pfad durch den beibehaltenen Zweig dieselbe Gesamtmetrik auf
wie der beste durch den entfernten Zweig. Folglich war der entfernte Zweig nicht Teil eines
optimalen Pfades, oder zumindest nicht der einzige optimale Pfad durch den Trellis. Man
beachte, dass der Viterbi-Algorithmus nur einen einzigen eintreffenden Zweig pro Zustand
ubriglasst. Wenn somit dieser Algorithmus terminiert, bleibt ein einziger Pfad ubrig, der
durch Rluckwartsschreiten entlang der beibehaltenen Zweige vom letzten Trellis-Knoten aus
gefunden werden kann. Dieser einzige tbrige Pfad muss folglich (einer) der optimale(n)
Pfad(e) durch den Trellis hindurch sein.

Wir wollen nun die anhand des Beispiels angewandten Konzepte verallgemeinern.

Die Menge aller Ausgangssequenzen einer endlichen Zustandsmaschine mit speziiiziertem
Anfangs- und Endzustand ist die Menge aller moglichen Pfade vom Anfangs- zurh End-
knoten des entsprechenden Trellis.

Wenn immer ein ML Entscheidungsproblem auf folgende zwei Probleme reduziert werden
kann, dann kann die Aufgabe, einen ML-Pfad zu finden, mit dem Viterbi-Algorithmus
durchgefuhrt werden:

(1) Abhangig von der Beobachtung jedem Zweig in einem Trellis eine Zweigmetrik
zuweisen.

(2) Den Pfad durch den Trellis mit der minimalen (oder maximalen) Summg der
Zweigmetriken finden.

Erstaunlich viele Aufgabenstellungen der modernen Nachrichtentechnik lassen sich in der
obigen Form darstellen. Wenn immer die Zahl der Zustande einer endlichen Zustands-
maschine nicht zu gross ist (d.h. z.B. nicht grosser28ls 1024), kann der Viterbi-
Algorithmus fur ML-Entscheidungen in Betracht gezogen werden.
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Kapitel 10
Schéatzungstheorie

10.1 Einfuhrung

Das allgemeine Problem der Schatzungstheorie besteht darin, einen auf einer bestimmten
Beobachtung basierenden Wert zu ermitteln. Dieser Wert sollte mdglichst nahe zu jenem
sein, den ein Zufallsvektor (oder eine Zufallsgrosse) einnimmt. Das Blockschaltbild in Figur
10.1.1 illustriert das allgemeine Schatzproblem. Der Beobachter nimmt dery \West Zu-
fallsvektors Y wahr, um schliesslich eine Schatzuxg r(y) jenes Wertes zu berechnen,
den der ZufallsvektoX gerade aufweist. Die Funktior.) stellt die vom Beobachter ver-
wendete Schatzregel dar.

Random W Y() y r()

Experiment > r(y)=X(w)

Fig. 10.1.1: Eine lllustration des allgemeinen Schéatzproblems.

Der eigentliche Unterschied zwischen einem Entscheidungsproblem und einem
Schatzproblem liegt in der Sinnlosigkeit, eine Schatzung als "richtig" oder "falsch" zu
beurteilen. Als Beispiel sei eine Zufallsgros¥e mit X(Q) =R gegeben (wie eine
Gauss'sche Zufallsgrosse mit positiver Varianz). Dann wird mit einer Wahrscheinlichkeit
(WSK) von 1 die Schétzung}(:r(y) von X abweichen (ausser in den allertrivialsten
Fallen). Diese Schéatzung wird also stets falsch sein. Was aber zahlt, Nsirtbeiner
Schatzung% zu X, nicht ihre "Richtigkeit". Ein weniger grundsatzlicher Unterschied ist, wie
wir spater noch sehen werden, dass es sich fir eine Sché(zoftgals sinnvoll erweist,
auch Werte anzunehmen, dfegar nicht einnehmen kann. Dies wirde niemals einen Sinn
ergeben, wenrX eine "Entscheidung" fur den Wert eines diskreten ZufallsvekXors
darstellte, da solch eine Entscheidung sicher falsch sein wirde.

In Kapitel 7 betrachteten wir eingehend das Problem der Schatzutigedgen mini-
malen mittleren Fehlerquadrate@nglisch LMMSE). Hierfir war die Grésse von
E (X —%)2 unser Gutekriterium, und von unserer Schatzungsmégebrderten wir, eine
lineare Funktion zu sein. Nun wollen wir unsere Aufmerksamkeit allgemeinen Gltekriterien
zuwenden und die Einschrankung der Linearitat der Schatzregel aufheben.
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10.2 Bayes'sche Schatzung

Vielfach ermdglichen es die Umstande, eine Kostenfunks{oy) in einem Schétz-
problem einzufiihren. Dabei steditx, ¥) die Kosten dar, die entstehen, wexinden Wertx,
die Schatzung( aber den Werk einnimmt. Wenn zum Beispiet eine Zufallsgrossist,
konnte die "Energie" des Fehlers—X die Kostenfunktion verkorpern, namlich
g% ¥)=(x-x)°. Wir definieren die Zufallsgrosss als die Kosten einer Schatzung und

schreibenS = S(X)() = ¢X, (Y)).

Das allgemeine Bayes'sche Schatzproblem

(1)  Die bedingte WSK-Dichte, , (.[x) der Beobachtunyy' sei fiir alle méglichen
Werte x von X bekannt. Des weiteren sei auch digriori WSK-Dichte p, (.)
bekannt sowie eine Kostenfunktis, ) spezifiziert, wobei(x, x) die Kosten
sind, wennX den Wertx hat und die Schatzunﬁ den Wertx.

(2)  Wir wollen eine Schatzrege() finden, so das¥ = r(Y) die erwarteten Kosten
der Schatzung[9 = H{x )| = € §X, {Y))] minimiert.

Dieses Problem kann zumindest prinzipiell Uberraschend einfach gel6ést werden. Wird die
integrale Form des Satzes vom totalen Erwartungswert (8.5.12) bendtzt, erhalten wir

E[Y = § X (Y))

:J': E[s(X. (Y)Y =y] p )y - (10.2.1)
Aus der Bedingungr =y folgt, dassr(Y) = r(y) woraus ersichtlich ist, dass:
(X, (Y)Y =y| = E[s(x )Y :y]. (10.2.2)
Wird nun (10.2.2) in (10.2.1) eingesetzt, resultiert
Bl = g W)Y =] nly)ay. (10.2.3)

Da p, (.) nicht negativ ist, kdnnen wir folglich das Integral in (10.2.3) minimieren, indem wir
fir jedesy die Schatzung(y) so wahlen, dass der bedingte Erwartungswert im Integral
minimiert wird.

Die Bayes'sche Schatzregel, d.h. die Schéatzregel, wel@eminimiert, lautet: Wéhle
fur jedesy dasjeniger(y) als X, das den bedingten Erwartungswefs(X,x)|Y =y] mini-
miert.
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Beispiel 10.2.1Seig(x ¥) = (x— ¥)*. Dann ist
E[sX )| Y =y] = (X x| Y =y]. (10.2.4)

Bevor wir durch entsprechende Wahl v@robigen bedingten Erwartungswert minimieren,
fuhren wir den bedingten Mittelwert voxX ein, unter der Bedingung, da¥s=y:

my (y) = E[X|Y =y]. (10.2.5)
Dann rechnen wir folgendermassen:
(X =X’ ¥ =y] =E[(x —m, () +m, (y) =] Y =]
= El([x -m, )] - W)]) Y =]
= (X -m, (y))'[Y =]
= 2E[X ~m, (y)| Y =y] (¥~ m,(y))
; E[()( ~my (y))]Y = y]. (10.2.6)

Der Term
E[(X ~m, ()| =y] = vafX|Y =y]
ist unabhangig von der Wahl vohund ausserdem gilt
E[X -m,(y)|Y =y] = §X|Y =y] -m,(y) =0.
Weiter lasst sich vereinfachen:
8 (- m ()Y =] = ({-m, ()"
Hiermit reduziert sich (10.2.6) auf
E[(x ~ %)Y :y] =VarX|Y =y] +{®-m(y))’, (10.2.7)

was durchx' = mx(y) minimiert werden kann. Unter Anwendung der integralen Form des
Satzes des totalen Erwartungswertes erhalten wir fir dieses Optimum

E%X —%)25: J': VarlX | Y =y]p,(y)dy. (10.2.8)
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Wir fassen zusammen:

DerBayes'sche "MMSE-estimatod.h. die Schatzregel, die den mittleren quadrati-schen
Fehler (MSE)E| (X -X) minimiert, lautet: Wahle fur jedeg den bedingten Mittel-wert
my(y) = E[X|Y :y] als die Schatzung/ = r(y). Der MSE dieser optimalen Schatz-regel
ist gegeben durch (10.2.8).

Es bleibt zu zeigen, wie mam,(y) und VarX|Y =y]| berechnen kann, obwohl
pX‘Y(x|y) nicht direkt bekannt ist. Nun gilt aber

Py|x (y | X) P (%)

P (XY) = =50y (10.2.9)
wobei
P ()= [P (%)= [ ey 9 m () o (0210)
Also kénnen wirp, ., (Xy) finden, denn sowohl
my (y) = g XY =y| = }prY(x|y) dx (10.2.11)
als auch
varX|Y =y| = }(x —my ) Py (Xly)dx (10.2.12)

oder aquivalent
Var[X|Y =y] = E[X2|Y :y] -m, (y)* = Ixszw(x|y)dx— m, (y)* (10.2.13)

konnen berechnet werden.

Falls X eine nichtnegative ganze Zufallsgrosse darstellt,(®)={0,1 2.}, so
kann es gerne vorkommen, dass der bedingte Mittelmg(y) flur ein gegebeney gar
nicht ganzzahlig ist, so zum Beispi®l, (y) =7.3. Hier wurden wir solch einen Fall antref-
fen, wo die Bayes'sche MMSE-SchétZLﬁdgeinen Wert einnimmt, deiX gar nicht ein-
nehmen kann.

Der Bayes'schéMMSE-estimator'r,,es(.) ist im allgemeinen keine lineare Funktion,
und er wird in diesem Fall einen kleineren MSE erzeugen als die lineare MMSE Schétzregel,
welche in Kapitel 7 behandelt wurde. Wenn alleund Y eine gaussférmige Verbund-
WSK-Dichte aufweisen (was auch von praktischer Bedeutung ist) und beide mittelwertfrei
sind, d.h.E[X] =0 sowie E[Y] =0, dann stellt sich der Bayes'sche "MMSE-estimator"
ebenso als lineare Schéatzregel heraus. Den Beweis dafur Uberlassen wir dem wissbegierigen
Leser.



10. Schatzungstheorie 117

10.3 MAP Schatzung

Wir wollen nun jenen Spezialfall der Bayes'schen Schatzung betrachten, in welchem
kleine Fehler kostenlos bleiben, aber grosse Fehler alle gleich teuer zu stehen kommen.
Praziser ausgedrtickt, spezifizieren wir fir eine gentgend kleineAZahl

falls |x-x <A

[0,
A= s x=s>n, (10-3.1)

wobei | .| die Euklidische Norm kennzeichnet (oder "Lange" eines Vektors im Euklidischen
Raum). Fir diese Kostenfunktion vereinfacht sich der in der Bayes'schen Schéatzregel er-
scheinende bedingte Erwartungswert wie folgt:

X ANY =y] = [ o) my e ly)dx
el s )
- 1-I_+: (1-s(x.%)) ny (x]y) dx

=1- P, (X|y) Va. (10.3.2)

V, steht flr ein kugelférmiges Volumen mit Radiism Euklidischen Raum, dessen Di-
mension mit jener vox Ubereinstimmt. Die Bayes'sche Schatzregel reduziert sich also auf
eine Wahl vonx, das diea posterioriWSK-Dichte Py ()(|y) maximiert; deswegen tragt
diese Regel auch den NamdAP-Schatzreggwobei MAP wiederum die Abkirzung fir
"maximum a posteriori” ist).

Wenn p, (y) # 0, folgt aus (8.5.8), dass

Py (X]Y) = Px Mp?Y(;)(yM. (10.3.3)

Das Maximieren vorp, ()(|y) durch ein geeigneteé ist also aquivalent zum Maximieren
von py () py x (y ).

Wir fassen zusammen:
Die Bayes'sche Schatzungsregel fir den faa@hn kleine Fehler gratis und alle anderen

Fehler gleich teuer sincheisstMAP-Schatzungsregedie wie folgt umschrieben werden
kann: Wahle fur jedeg dasjeniger(y) als den Wert, der p, (X) Pyx (y|)() maximiert.
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10.4 Maximume-Likelihood Schatzung

Wir wollen nun annehmen, dass der Zufallsvekfogleichméssig tber eine bestimmte
Region im Euklidischen Raum verteilt ist, d.h. dps$x) den Wertc>0 fur alle x in
dieser Region hat, und tberall sonst den Weruf eine mathematisch korrektere Art lasst
sich sagen, dasp, (.) Uber seinen Supponstup;( p<) konstant bleibt. (DeBupportir-
gendeiner reellwertigen Funktidi.) ist mit supd ) bezeichnet und ist definiert als jener
Teil des Definitionsbereichs vadn, in welchemf ungleich null ist.) Die MAP-Regel lautet
fur diesen Fall folgendermassen: Wahle fur jegledasjeniger(y) als den Wertx in
supp( p<) das Py (y|>() maximiert. Auf dieser Herleitung ist die folgende Definition
begrindet:

Die Maximum-Likelihood (ML) Schatzredalitet: Wahle fur jedey dasjeniger(y) als
den Wertx in supg{ i), welcherp,, (y[) maximiert.

Man beachte, dass beim Gebrauch der ML-Entscheidungsregel die Kenntaipraert
WSK-Dichte p,(.) nicht im Detail benétigt wird; wir sollten lediglich wissen, wo diese
WSK-Dichte einen (positiven) Wert aufweist (was in praktischen Anwendungen meistens

der Fall ist).

Die ML-Schatzregel ist sehr robust und dusserst beliebt in der Nachrichtentechnik.
Ebenso weist sie dieselbe Eigenschaft auf wie ihr Gegenstlick aus der Entscheidungstheorie,

namlich:

Invertierbarkeitsprinzip fir ML-Schatzungen

-

Sei X =f(U), wobei f:supdp,) — supfp,) eine invertierbare Funktion ist [d.h.
U =f7(X)]. Dann istX nur dann die ML-Schatzung vaX aus der Beobachtuny,
falls U = f'l()‘() die ML-Schatzung votJ aus derselben BeobachtuMgist.

Diese Eigenschaft ist die einfache Konsequenz der Tatsache, dass
Py (Y1X) = Ry (y|f‘1(x)) fur alle x in supd ). Der Leser soll jedoch dieses Invertier-
barkeitsprinzip fur ML-Schétzungen nicht als zu "selbstverstandlich™ hinnehmen, denn diese
Eigenschaft gilt im allgemeinamchtfir andere Entscheidungsregeln wie zum Beispiel fir
die Bayes'sche MMSE-Schatzung. In der Tat ist die Gultigkeit des Invertierbarkeitsprinzips
fur ML-Schatzungen ein Hauptgrund, warum diese Regel einfach zu finden und in prak-
tischen Problemen zu implementieren ist.
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Anhang A

Uber verallgemeinerte Funktionen und den
Dirac-Stoss

Dem Leser ist sicher schon bekannt, dass der Dirac-Stoss (oder “Delta-Funktion”) 4(.) eigent-
lich keine Funktion ist. Andererseits weiss er, dass man mit J(.) fast so arbeiten kann, wie wenn
d(.) tatséchlich eine Funktion wéire. Um den Dirac-Stoss mathematisch sauber zu behandeln,
braucht man eine Verallgemeinerung des Begriffs “Funktion”. Diese Verallgemeinerung kann
in verschiedener Art und Weise durchgefiithrt werden. Wir geben hier eine Verallgemeinerung
an, die besonders einfach ist, die aber auch die wichtigsten Aspekte jeder Verallgemeinerung
enthilt.

In diesem Anhang meinen wir mit “Funktion” eine reellwertige Funktion einer reellen Varia-
blen, d.h. eine Funktion f: R — R. Der Leser weiss von den Vorlesungen in Analysis, dass
man auch “pathologische” Funktionen definieren kann, z.B. die Funktion f mit

-1 falls x rational
- |

)1 falls x irrational.

[Fiir diese Funktion gilt |f(z)| = 1 fir alle x und damit ergibt sich f(f |f(z)|de = b—a

fiir alle a,b € R. Aber f; f(z)dx existiert nicht als Riemannsches Integral, im Widerspruch
zu Behauptung 7 in §3.1.7.2 des Taschenbuchs der Mathematik [1]! Der Leser sollte lernen,
jeder mathematischen Behauptung misstrauisch gegeniiber zu stehen, fiir die er keinen Be-
weis gesehen hat. Damit sich f; f(z)dx = b — a ergibt, muss man eine Verallgemeinerung
des Riemannschen Integrals beniitzen, z.B. das Lebesguesche Integral.] Solche pathologischen
Funktionen bereiten grosse Miihe in der Analysis, obwohl sie in praktischen Anwendungen
kaum vorkommen. Ein Hauptziel einer Theorie der verallgemeinerten Funktionen ist es, die-
se pathologischen Funktionen fiir immer zu eliminieren, sodass man mit einfachen Mitteln
sauber mathematisch arbeiten kann. Als Vorbereitung fiir eine solche Theorie fithren wir nun
zwei Klassen nicht pathologischer Funktionen ein. Aber zuerst eine Bemerkung zur Notation:
Man schreibt

f(to+), fto—), f(+00), f(=o0)
fir
lim f (t), lim f (t), im f(2), lim f(t).

@ bezeichnet die i-te Ableitung von f, wobei f(©) = f. Man schreibt auch f' = f(I),
"= ) usw.
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Definition: Eine Funktion f heisst glatt, wenn f beliebig oft differenzierbar ist, und wenn
F@D(400) = fO(—00) =0 fiiri =0,1,2,... (A.1)
gilt.

Beispiel 1: Die Funktionen e und smit) sind glatt. Die Funktion eIl ist nicht glatt, weil
sie in ¢ = 0 nicht differenzierbar ist. Die Funktion f(¢) = t ist nicht glatt, weil f(4o00) und

f(—o0) nicht existieren.

Die folgenden Tatsachen liegen auf der Hand:

Sei f eine glatte Funktion, dann sind sowohl ¢f fiir jedes ¢ € R als auch f@ fiir jede
positive, ganze Zahl i ebenfalls glatte Funktionen.
Seien f; und f> glatte Funktionen, dann ist auch f; + fs eine glatte Funktion.

Definition: Eine Funktion f heisst brav, wenn
(i) f stetig ist;
(ii) f(¢t) = 0 fiir alle ¢ ausserhalb eines endlichen Intervalls;

(iii) es eine ganze Zahl m gibt, so dass f beliebig oft differenzierbar ist ausser in hochstens
m Punkten innerhalb jedes Intervalls der Lange 1; und

(iv) in jedem Punkt to, wo f nicht beliebig oft differenzierbar ist, f(to+) und f@(to—)
fiir jede positive, ganze Zahl ¢ existieren.

Wieder liegen folgende Tatsachen auf der Hand:

Sei f eine brave Funktion, dann ist auch cf fiir jedes ¢ € R eine brave Funktion.

Seien f1 und fo brave Funktionen, dann ist auch f; 4+ fo eine brave Funktion.

Sei f eine brave Funktion, die zudem differenzierbar ist, dann ist auch f’ eine brave
Funktion.

Fiir eine brave Funktion f gilt trivialerweise:

F@(+00) = f@(=o00) = 0 (A.2)

fiir jede nichtnegative ganze Zahl 4.
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Beispiel 2: Fiir jede positive, ganze Zahl n ist jede der folgenden vier Funktionen brav:

On(t)

n

Sk
3k

n L L
A) {2 [1+cos(rnt)], L<t<li
0, sonst

3=

~

1 n
n

Wenn wir eine Funktion f in der realen Welt beobachten, kénnen wir f(¢;) und f(t2) nicht un-
terscheiden, falls £; und ¢4 geniigend nahe beieinander liegen. Tatséchlich ist jede Beobachtung
irgendwie ein Durchschnitt vieler Werte der Funktion f. Wir kénnen dann jede Beobachtung
von f als ein Integral fj;o f(t)w(t)dt fiir irgendeine Fensterfunktion w betrachten. Aber die
Fensterfunktionen, die physikalisch sinnvoll sind, miissen “glatt” sein. In einem gewissen Sinn
konnen wir dann sagen, dass die Funktionen f; und fo “physikalisch identisch” sind, falls gilt:

+00 +oo
/ Ftyw(t)dt = / Fo(tyw(t)dt

—0o0 —0o0

fiir jede glatte Funktion w. Diese Betrachtungen sind die Basis fiir die folgende Definition:
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Eine Sequenz g1, g2, g3, . .. von braven Funktionen mit der Eigenschaft, dass
+00
lim gn(t)w(t)dt
n—oo J_ o

fiir jede glatte Funktion w existiert, spezifiziert eine verallgemeinerte Funktion
(v-Funktion) g durch die Regel

400 +o00
/ gBw®)dt = tim [ gn®w()dt, (A.3)

— 00 n— oo — 0

wobei w eine beliebige glatte Funktion ist.

Bemerkung: Wir erinnern den Leser daran, dass ein Limes genau dann “existiert” (z.B.

lim a, = a), wenn dieser Limes einen bestimmten reellen Wert hat (d.h. —oco < a < o0).
n—oo

Gilt li_>m an = 400 bzw. —00, dann “existiert” der Limes nicht.
mn o0

Spezifizieren die Sequenzen von braven Funktionen g, und 7, (n = 1,2,3,...) die
v-Funktionen g und v, dann spezifizieren die folgenden Sequenzen ebenfalls v-Funktionen:

(i) gn(. —to) fir beliebige ¢y € R,

(i) cgn(.) fiir beliebige ¢ € R, und

(i) gn() + () (R =1,2,3,...).
Man schreibt sie als:

(i) g(. —to),

(i) eg(.), und

(i) g(-) +~().

Beispiel 3: Die Funktionen §,, (n = 1,2,3,...) in Beispiel 2 spezifizieren die v-Funktion 4(.)
in der Weise, dass gilt:

+00 +0o0
/ syt = tim [ du(Du(b)d

oo n—o00 o
= nli—)Igo 15n(t)w(t)dt

fiir jede glatte Funktion w. Diese einfache v-Funktion §(.) ist nichts anderes als der berithmte
Dirac-Stoss.

Wenn wir uns nun an unsere Betrachtungen iiber “physikalisch identische” Funktionen erin-
nern, so miissen wir zu folgender Definition gelangen:
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Zwei Sequenzen ¢i, g2, g3, ... und 71, 2, 73, ... von braven Funktionen spezifizieren die-
selbe v-Funktion, falls

+o00 +o0
lim gn(H)w(t)dt = lim Y (t)w(t)dt

n—oo J_ n—o0 | _ o

fiir jede glatte Funktion w gilt.

Beispiel 4: Fiir die Funktionen A,, (n =1,2,3,...) in Beispiel 2 gilt

+o0 L

nh_)rr;o - A,(Hw(t)dt = n11—>120 B Ay (t)w(t)dt

1

n

= w(0) nll)rréo . A, (t)dt

= w(0)

fiir jede glatte Funktion w. Es folgt dann aus Beispiel 3, dass die Sequenz A1, Ay, Ag, ... eben-
falls den Dirac-Stoss spezifiziert. Der Leser sollte jetzt zeigen, dass die Sequenz &1, &3,&3, - . -
im Beispiel 2 auch den Dirac-Stoss spezifiziert.

Man sieht, dass die ganze Geschichte des Dirac-Stosses in der Beziehung

/ T Sttt = w(0) (A4)

— 00

liegt, die fiir jede glatte Funktion w gilt. Man kann aber (A.4) nicht als Definition des Dirac-
Stosses benutzen (obwohl genau das in vielen nachléssigen Herleitungen des Dirac-Stosses
getan wird), es sei denn, es gebe eine echte Funktion 4(.), so dass (A.4) fiir jede glatte Funktion
w gilt. Leider gibt es keine solche Funktion, und genau deshalb fiihren wir iiberhaupt den
Begriff der verallgemeinerten Funktion ein.

Obwohl fiir eine v-Funktion g der Grenzwert in (A.3) nur dann immer existiert, wenn w eine
glatte Funktion ist, kénnen wir unsere Regel (A.3) erweitern zu

b

b A
[ swswa tm [ a0 (A.5)

n—o0 a

fiir alle a,b € R und fiir jede Funktion f, deren Grenzwert nach (A.5) existiert.
Beispiel 5: Aus Beispiel 3 oder Beispiel 4 ersehen wir, dass fiir den Dirac-Stoss

+oo
| awswa = so) (A6)
gilt fiir jede Funktion f, die stetig ist im Punkt ¢ = 0. Diese Eigenschaft (A.6) heisst die
Siebungs-Eigenschaft des Dirac-Stosses.

Beispiel 6: Die Sequenz uj,ug,us,... von braven Funktionen in Beispiel 2 spezifiziert die
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v-Funktion u. Dabei gilt:

“+o00 +oo
/ uu@dt = Tim [ u(unar
= nlggo . up, (t)w(t)dt

fiir jede glatte Funktion w.
Fiir die Einheitsschrittfunktion u(.), die wie folgt definiert ist:

L t>0
, t<0
. t=0

u(t) =

Nl O =

(wobei der Wert «(0) willkiirlich gewihlt wurde; oft setzt man auch «(0) = 1), gilt auch

/+00 u(t)w(t)dt = /000 w(t)dt

— 00

fiir jede glatte Funktion w. Also kénnen wir sagen, dass die v-Funktion u in Beispiel 6 identisch
ist mit der Einheitsschrittfunktion w(.). Eine v-Funktion kann also auch eine gewdhnliche
Funktion sein. Tatséchlich gibt es fiir jede Funktion 7(.), die “physikalisch sinnvoll” ist, eine
v-Funktion ¢, so dass g identisch ist mit der Funktion +.

Andererseits gibt es v-Funktionen (z.B. den Dirac-Stoss), die mit keiner gewohnlichen Funk-
tion identisch sind. In diesem Sinne ist eine v-Funktion eine echte Verallgemeinerung einer
Funktion.

Man kann weiter in diese Richtung gehen. Sei g eine v-Funktion und sei f eine Funktion, so
dass

b b
/ g(Bw(t)dt = / Fw(t)dt (A.8)

fiir jede glatte Funktion w gilt, wobei a,b € R mit a < b; dann sagt man, dass g und f im
geschlossenen Intervall [a, b] identisch sind. Falls f stetig ist in [a, b], sagt man sogar, dass

g(t) = f(t), t € a,b]. (A.9)

In diesem Sinne (und nur in diesem Sinne) kann man manchmal (aber nicht immer!) vom
Wert der v-Funktion g auf einem Punkt ¢ sprechen.

Beispiel 7: Fiir a < b < 0 gilt:

/bd(t)w(t)dt _0= /bo Cw(t)dt,

Also gilt:
i(t) =0, t <0. (A.10)
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Analog sieht man, dass
5(t)=0,t>0 (A.11)

gilt. Aber es ist nicht moglich, den Wert “§(0)” zu definieren. Sogar “§(0)”= o0 ist nicht
sinnvoll, wie wir bald sehen werden. Vielleicht ist diese Tatsache schon von den Funktionen
&, im Beispiel 2 offensichtlich; fiir alle diese Funktionen gilt &,(0) = 0, obwohl die Sequenz
&1,€9,&3, ... den Dirac-Stoss spezifiziert!

[Gleichungen (A.10) und (A.11) zusammen mit (A.6) bilden die “Definition” des Dirac-Stosses
in ungenauen Behandlungen dieser v-Funktion.]

Sei g1,92,93,-.. eine Sequenz braver Funktionen, die eine v-Funktion ¢ spezifizieren, und
seien weiterhin diese braven Funktionen auch differenzierbar. (Somit ist auch ¢}, g5, g5, . ..
eine Sequenz braver Funktionen.) Dann spezifiert die Sequenz g1, g5, g5, . . . eine v-Funktion ¢/,
welche die Ableitung der v-Funktion g heisst. Um zu sehen, dass g}, g5, g5, . . . tatsichlich
eine v-Funktion spezifizieren, gehen wir wie folgt vor: Es gilt

+oo +oo
| amuon = gounlz .- [ a0

—0o0

“+o00

- - / () ()dt (A.12)
— o

fiir jede glatte Funktion w, wobei wir (A.1) und (A.2) benutzt haben. Die Existenz des Grenz-

wertes (A.12) fiir n — oo folgt aus der Tatsache, dass g eine v-Funktion und w’(t) eine glatte

Funktion ist.

Wir haben damit bewiesen:

Sei ¢’ die Ableitung der v-Funktion g, dann ist ¢’ die v-Funktion, fiir die gilt:

+o00 +oo
/ J (Dw(t)dt = — / g(tyw! (1)t (A.13)

Beispiel 8: Fiir die Ableitung ¢’ des Dirac-Stosses § gilt

/ S wnd = / T sy (0t

—0o0 —0o0

= —w/(0) (A.14)

fiir jede glatte Funktion w, wobei wir (A.4) benutzt haben.

Der aufmerksame Leser bemerkt, dass wir (A.14) hergeleitet haben, ohne eine Sequenz von

braven Funktionen zu finden, die den Dirac-Stoss d spezifiziert. Tatséchlich ist die brave

Funktion §,, in Beispiel 2 nicht differenzierbar in den Punkten ¢t = — 157 t=0undt = 15 Doch

die brave Funktion A, in Beispiel 2 ist differenzierbar, und zwar wie folgt:
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2 o 1 1
AL (1) = —™=sin(mnt), <t <o
" 0, sonst
7rn2
2 1
n
{ t
1
n
Also kénnen wir Aj, AL AL ... als eine Sequenz von braven Funktionen wihlen, welche die
v-Funktion ¢’ spezifiziert.
Wie (A.10) und (A.11) aus (A.4) folgen, so folgt aus (A.14), dass
§'(t) =0, allet##0. (A.15)

Aber man kann ¢’(0) nicht sinnvoll festlegen, ebensowenig wie §(0). Sonst miissen wir von
“5(0) = +00” den Unsinn schliessen, dass “d(.) = ¢(.)” gilt.

Wir iiberlassen dem Leser den (nichttrivialen) Beweis, dass man fiir jede v-Funktion g eine
Sequenz g1, g2, g3, - . . von differenzierbaren braven Funktionen finden kann, die g spezifiziert.

[Hinweis: Sei 71,72,73, - . . eine Sequenz von braven Funktionen, die nicht alle differenzierbar
sind. Zeige, dass man eine Sequenz f1, f2, f3,... von braven Funktionen finden kann mit
folgenden Eigenschaften:

(i) fn ist nur in den (hochstens endlich vielen Punkten) nicht beliebig oft differenzierbar,
wo auch -y, nicht beliebig oft differenzierbar ist.

(ii) In diesen Punkten ¢ muss gelten: f/(t—) = —/ (t—) und f} (t+) = —7,,(t+).
(iii) Ausserdem soll lim f,(¢) = 0 fiir alle ¢ € R sein.
n—oo

Es folgt dann, dass g, = fn + n eine differenzierbare brave Funktion ist. Weiter folgt fiir
b

alle a,b € R mit a < b, dass lim / fn(®)w(t)dt = 0 fir jede glatte Funktion w ist, weil
n—oo a

+00
w stetig ist im geschlossenen Intervall [a,b]. Also gilt li_>m / fa(@w(t)dt = 0 fiir jede
n—+00 | _

glatte Funktion w, und wir kénnen schliessen, dass die v-Funktion f identisch ist mit der
Nullfunktion. Daraus ergibt sich, dass g1, g2, g3, . . . die gewiinschte Sequenz ist.]

Wir schliessen daraus:

‘ Die Ableitung ¢’ einer v-Funktion g existiert immer. ‘

Aus (A.13) und (A.14) folgt allgemein fiir die i-te Ableitung () des Dirac-Stosses §, dass

/ 50 ()t = (—1)w(0) (A.16)

—0o0
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fiir jede glatte Funktion w gilt. Analog zur Herleitung von (A.15) folgt auch, dass
() =0, t#£0 (A.17)

fiir die i-te Ableitung von § gilt. Nun miisste auch ganz klar sein, dass 6(1)(0) nicht sinnvoll
definiert werden kann!

Beispiel 9: Fiir die v-Funktion « (die identisch mit der Einheitsschrittfunktion ist) folgt aus
(A.13), (A.7) und (A.1), dass

o0

0
= w

+o0 +oo

/_ o (Hw(t)dt = /_ u(t)w'(t)dt
/ w'(t)dt
(t)

(0)

)20

|
g

fiir jede glatte Funktion w gilt. Es folgt nun aus (A.4), dass § = «/, d.h.:

‘ Der Dirac-Stoss ist die Ableitung der Einheitsschrittfunktion.

Der Leser hat sicher diese Tatsache bereits intuitiv beim Arbeiten mit dem Dirac-Stoss ver-
wendet.

Bemerkung: Der Franzose Laurent Schwartz war der erste, der in seinem 1950-1951 verof-
fentlichten Buch [2] eine mathematisch saubere Behandlung des Dirac-Stosses und &hnlicher
“verallgemeinerter Funktionen” vorgefithrt hat. Seine Theorie wurde von zwei Englindern
(G. Temple und M.J. Lighthill) sukzessive vereinfacht. Die obige Behandlung folgt im Geist
dem Text von Lighthill (siehe [3]), enthilt aber zusétzliche Vereinfachungen.

Der Leser sollte sich im Klaren sein, dass “glatte” und “brave” Funktionen keine Standardbe-
griffe in der Mathematik darstellen. Wir hoffen aber, dass diese zwei Begriffe ihm von Nutzen
sind.

Literatur

[1] I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew; “Taschenbuch der Mathematik”; Verlag Harri Deutsch,
Thun, 1984.

[2] L. Schwartz; “Théorie des distributions”; Hermann, Paris, 1950-1951; 2 Bénde.

[3] M.J. Lighthill; “Fourier Analysis and Generalized Functions”; Cambridge University
Press, 1962.
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Anhang B
Partialbruchzerlegung

Im folgenden soll dem Leser eine sehr praktische Anleitung fiir eine effiziente und schnelle
Riicktransformation mittels Partialbruchzerlegung vermittelt werden. Als Einstiegsmotivation
wollen wir eine kontinuierliche Ubertragungsfunktion in Partialbriiche zerlegen. Die folgende
Tabelle enthélt zwei Methoden, die zum gleichen Ziel fiihren.

1. Methode ‘ 2. Methode

_ 543 s+3 _ A |, B
T(S) T 8243542 T (s+1)(s+2) T s+l + s+2

_ A(s+2)+B(s+1) _ 43 —

= eI A=, =2
_ (A+B)s+(2A+B) B — st3 =1
- 52+3s5+2 T ostl|_o
Koeffizientenvergleich: (Zeit sparen)

ERIRbINE

Der Zweck dieser Tabelle besteht darin, dem Leser vor Augen zu fithren, dass die zweite,
im folgenden beschriebene Methode viel schneller zum Ziel fiithrt als die erste. Die vorliegen-
de Anleitung zeigt im speziellen die Handhabung von zeitdiskreten Ubertragungsfunktionen
und erklart den Umgang mit Sonderfillen wie der von mehrfachen Polen. Die Problemstellung
wird in drei Abschnitte geteilt, wobei der erste Abschnitt die Schaffung von giinstigen Voraus-
setzungen fiir die Bearbeitung von Ubertragungsfunktionen beinhaltet. Im zweiten Abschnitt
wird (ohne Begriindung) die Methode der Partialbruchzerlegung erklért, und der dritte Ab-
schnitt beschéftigt sich mit der Transformation vom z-Bereich in den diskreten Zeitbereich.
Am Schluss dieser Anleitung befindet sich eine Tabelle mit den gebrduchlichsten Fillen der
Partialbruchzerlegung.

Abschnitt 1: Voraussetzungen

Damit die Partialbruchzerlegung nach Abschnitt 2 iiberhaupt durchgefiithrt werden kann,
muss die folgende Bedingung erfiillt sein.
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Der Grad des Zihlerpolynoms von H(z) muss um mindestens
eins kleiner sein als jener des Nennerpolynoms.

Es wird sich zeigen, dass es sowieso giinstiger ist, eine Zerlegung von H% durchzufiihren
anstatt von H(z). Die einzelnen Partialbriiche kénnen dann wieder mit z multipliziert wer-
den, und wir erhalten Terme, die sich einfacher riicktransformieren lassen. Wenn wir davon
ausgehen, dass das Zahlerpolynom hochstens den gleich grossen Grad aufweist wie das Nen-
nerpolynom, ist nach unserer Division von H(z) durch z obige Bedingung immer erfiillt.
Ansonsten ist fiir die Zihlergrad-Reduktion eine Polynomdivision erforderlich, welche aber
selten zum Einsatz kommt, da die Impulsantwort einer solchen Ubertragungsfunktion akausal
wird.

Zur Veranschaulichung fithren wir zwei Beispiele ein, auf welche wir auch in Abschnitt 2

und 3 zuriickkommen werden.

Beispiel 1a: Gegeben sei die Ubertragungsfunktion
22(z—1)
(z=5)"(=+3)
Da sich mindestens eine Nullstelle im Ursprung befindet, lésst sie sich wegkiirzen:

Hy(z) z(z—1)

=D

Beispiel 2a: Die Ubertragungsfunktion Hy(z) wird ebenfalls durch z dividiert:

Hl(Z) ==

Abschnitt 2: Partialbruchzerlegung

Wir gehen von einer maglichst allgemeinen Definition einer Ubertragungsfunktion aus und
definieren

H(z) olz) _ (z—mn1)- (2 — 1) a(z)
z B(z)  (z—po)(z—p1) - (z=pma) (2) 0(2)
v2)=(z—po)  und  o(z)=(z—p1) (2= Pmi)

oi(z) = U(z)‘
2 —Pi

Dabei setzen wir voraus, dass die Bedingung von Abschnitt 1 erfiillt ist und nehmen an, dass
der Grad von «a(z) kleiner ist als jener von (z). % lidsst sich dann wie folgt in Partialbriiche

zerlegen:
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(Zinl)"'(zinn) A A4 Ay
= + +...+
(z=po)(z—p1) - (2=pm) (2—po)t (2—po)t z = po
+ SRR
2N 2 = Pm—I

Die Partialbruchkoeffizienten werden durch eine Reihenentwicklung von o(z) bzw. 0;(z) und
Einsetzen des entsprechenden Pols bestimmt:

a(z)
Al N U(Z) Z=po
A= di; 38 _

B 1 di=1 a(z)

Al_(z—lﬁ'dAF” o(2)]._,
a(z)
b= 'y(z) . 01(2’) 2=p1
a(z)

Q= Y(2) - om—i(2) Z=Pp_1

Wir wenden diese Formeln auf unsere beiden Beispiele an:

Beispiel 1b:

Hi(z) z2(z —1)
S A G
_ 1 z(z—1) n 1 ‘[iz(z—l) n 1 z(z—l)]
R R A I T e O T Gl i
N + +
AR AT
Beispiel 2b:
Hy(z)  2(z+ %)
2 2(e=7) (et 3)
1 2+ b L 2(z+ 1) L 2(z+ 1)
lE=D)Ere) )L, szl a2 [l
8 1
3 3
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Abschnitt 3: Riicktransformation
Wir formen die Partialbruch-Gleichung von Abschnitt 2 ein wenig um und multiplizieren

beide Seiten mit z.

alz A [—1 A [—2
Z (): l_ll' Fo zl-i- ;_21 Po Zl_1+...+A1' &
B(z)  pbt (z—po)t  pi? (2 —po) z—po
z
+B- +..+Q —
Z2—p1 2= Pm—1

In unserem Fall haben wir H(z) schon vor der Partialbruchzerlegung durch z dividiert und

als ﬂaiz) deklariert. Jetzt kommt uns dieser Schritt zu Gute, denn es gilt dann folglich gemiiss

unserer Notation: H(z) = z -
Falls ein rechtsseitiges zeitdiskretes Signal erwiinscht ist, ergibt sich die Riicktransformation

o(2)

der Ubertragungsfunktion zu

=2 {55
:]%.Q k1>-p§-u[k—(l—1)+1]+
...+(Al-plé—i-B-pr—{—...—i—Q-pﬁl_l)-u[k]

-2
b2

A k
= (z 2>-p’g-u[k—(z—2)+1]+...
Wird das linksseitige zeitdiskrete Signal gesucht, miissen alle Einheitsschrittfunktionen von

f[k] wie folgt ersetzt werden:
qEeEZ

ulk + 4 = —u[—(k+q) — 1]
\ , N

rechtsseitig linksseitig

Falls ein stabiles zeitdiskretes Signal gefordert wird, werden die konvergierenden Signalanteile

aus dem rechtsseitigen und linksseitigen Signal zusammengefasst.

Beispiel 1c: Die Umformung von Hi(z) ergibt:
9 z 16 z

1
92 9 = 16
2 1 1
(157 25 2-1 25 4]

U] o

Hl(z) = —

Das rechtsseitige Signal im Zeitbereich ldsst sich nun einfach bestimmen:

= (o) () 5 (5))

Beispiel 2c: Die Riicktransformation von Hy(z) zu einem rechtsseitigen Signal ergibt:

8 1
b4 IR
Hy(z) = —1+—2— +—11

holk] = Z71 {Hy(2)} = —6[k] + 2 G)k -ulk] + % (—%)k - u[k]
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Nach diesen allgemeinen Ausfithrungen sei im folgenden eine Tabelle gegeben, welche die
Partialbruchzerlegung von Ubertragungsfunktionen mit Vielfachheit von bis zu zwei enthiilt.
Die Erweiterung auf Drei- und Mehrfachpole kann den allgemeinen Formeln aus Abschnitt
zwei entnommen werden.

> HE) _ale)
z alz
= , wobei z) oz
2 _ o 8(=) = () - o(2)
Dabei ist
o(z)=(z—p1)(z—p2)-(z2—pn) (Keine Mehrfachpole)
Weiter gilt
1
oi(z) = R -0(2)
Fall 1: v(z) =1
_ _=z o(p1) a(p2) z a(pn)
Hz)= 0 sion T 5m mey T T 5 oalon)
Fall 2: v(z) =
H(z) = oty +
z a(p1) z a(p2) z . _a(pn)
pae— p1-01%p1) T p2-02?p2) REREE— Pn-on(Pn)
Fall 3: y(z) = (2 — po)?
—_z . Jde® z . a(po)
H(z) = 75 - {423} I ey
z a(p1) z a(p2) z a(pn)
U= Ty ety R eyt R Al o e oy

In Fall 2 ist

v(z) als Term mit einem einfachen Pol (im Ursprung)

“missbraucht” wor-

den. Er ist hier darum aufgefiihrt, weil er - durch die Division von H(z) durch z - keine
Seltenheit darstellt. Es sei aber an dieser Stelle betont, dass diese Division durch z nicht
sakrosankt ist. Es kann auch darauf verzichtet werden, wenn die Bedingung aus Abschnitt
1 (Z&hlerpolynom-Grad kleiner Nennerpolynom-Grad) erfiillt ist. Es werden einfach anstatt
die bequemen %—Terme solche riicktransformiert, die eine Verschiebung im Zeitbereich zur

Folge haben, ndmlich —p—Terme Das Endergebnis im Zeitbereich ist aber genau dasselbe.
Von einer Division durch z ist sogar abzuraten, wenn sich ohnehin schon ein Pol im Ursprung
befindet. Kéame jetzt noch ein z hinzu, wiirde dieser Pol ein Doppelpol, der dann so behandelt
werden miisste wie in Fall 3 der obigen Tabelle, jedoch mit py = 0.



134 ZDS 7. Auflage




Anhang D 137

Worterbuch Deutsch-Englisch

| Kapitel | Deutsch | Englisch
2.2 Wahrscheinlichkeitssystem probability space
Ergebnisraum sample space
Wahrscheinlichkeitsmass probability measure
Klasse der Ereignisse class of events
2.3 Zufallsgrosse random variable
Erwartungswert expectation, expected value
Verteilungsfunktion probability distribution function
Wahrscheinlichkeitsdichte probability density function
2.3 Mittelwert E[X] mean
2.4 Verbundwahrscheinlichkeitsdichte joint probability density function
2.5 stochastischer Prozess stochastic process
3.2 Eindeutigkeitssatz unigueness theorem
3.4 Allg. Eigenschaften der general properties of the z-transform
z-Transformation
Linearitat linearity
Zeitverschiebung-Eigenschaft time-shift property
Frequenzskalierungs-Eigenschaft frequency-scaling property
"Multiplikation mit k"-Eigenschaft "multiplication-by-k" property
Zeitumkehrungs-Eigenschatt time-reversal property
3.5 Anfangswert-Eigenschatft fur kausale initial-value property for causal signals
Signale
3.5 Eigenschaft des kausalen Teils causal-part property of shifted causal
verschobener kausaler Signale signals
4.2 Faltung convolution
4.4 Ubertragungsfunktion transfer function
Frequenzgang frequency response
5.2 stationar stationary
schwach stationar weakly stationary, wide-sense stationary
(wss)
gemeinsam schwach stationar jointly weakly stationary
Autokorrelationsfunktion autocorrelation function
unabhangig und identisch verteilt independent and identically distributed
(i.i.d.)
weisses Rauschen white noise
Kreuzkorrelationsfunktion crosscorrelation function
5.5 spektrale Leistungsdichte power spectral density

spektrale Kreuzleistungsdichte cross power spectral density
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| Kapitel | Deutsch | Englisch |
6 abgetastetes Signal sampled-data signal
Zeitdiskretes Signal (Folge der discrete-time signal
Abtastwerte)
7 Lineare minimale mittlere linear minimum-mean-squared-error
Fehlerschatzung estimation (LMMSE)
Schatzwert estimate
7.5 Wiener Filterung Wiener filtering
8.2 Multiplikationsregel multiplication rule
8.3 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit Theorem of Total Probability
8.4 Bayes'sche Formel Bayes' Rule
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtéhe conditional probability density
der ZufallsgrosserX , unter der function for the random variablg
Bedingung, das# eintritt given thatA occurs
bedingter Erwartungswert vdifX ) conditional expectation df(X) given
unter der Bedingung, dags eintritt that A occurs
Das bedingte n-te Moment voX, unter the conditional n-th moment of given
der Bedingung, dasA eintritt that A occurs
Satz des totalen Erwartungswertes Theorem of Total Expectation
8.5 bedingtes Wahrscheinlichkeitsmass conditional probability measure given
unter der Bedingung, da¥s=y thatY =y
Integrale Form des Satzes von der  Integral Form of the Theorem of Total
totalen Wahrscheinlichkeit Probability
bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte deconditional probability density function
ZufallsgrosseX unter der Bedingung, for the random variablX given that
dassY =y Y =y
Verbundswahrscheinlichkeitsdichte joint probability density function
Integrale Form des Satzes vom totalerintegral Form of the Theorem of Total
Erwartungswert Expectation
9 Entscheidungstheorie Decision Theory
9.5 Wertebereich range
Invertierbarkeitsprinzip Invertibility Principle
additives weisses Gauss'sches Rau- AWGN - additive white Gaussian noise
schen
Zustandsmaschine finite-state machine (FSM)
Spalier trellis
10 Schéatzungstheorie Estimation theory
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Anhang E
Beweis des Cauchy-Hadamard Theorems iiber
die Konvergenz von Potenzreihen (Kapitel

3)

Um das Cauchy-Hadamard Theorem zu beweisen, benttigen wir zwei Eigenschaften von Po-
tenzreihen. Wir erinnern uns, dass man von einer Potenzreihe ) >° a; sagt, dass sie zur
komplexen Zahl « konvergiere, wenn lim,_,o, A, = o, wobei A, = > ;a;, und dass man
sonst von der Potenzreihe sagt, dass sie divergiere. Weil A, 11— A,, = a1, erhalten wir sofort
die erste unserer zwei bendtigten Eigenschaften:

(i) Falls Y22 a; konvergiert, dann ist lim;_,o, a; = 0 (aber das Umgekehrte gilt im allge-
meinen natiirlich nicht).

Man erinnere sich, dass lim,,_,~, A, dann existiert, falls fiir alle € > 0 ein ng existiert, so dass
|Apg+m — Ang| < € fiir alle m > 1 und wir kénnen

| Ang+m = Angl = lang+1 + ang+2 + - . + angtml < lang+1] + lang+2| + oo + |ang+ml
schreiben, so dass wir unmittelbar unsere zweite Eigenschaft erhalten:

(ii) Falls > 2, a; absolut konvergiert (d.h. falls >"°>°|a;| konvergiert), dann konvergiert
Y2y ai (aber das Umgekehrte gilt im allgemeinen natiirlich nicht).

Wir werden auch von den folgenden Eigenschaften Gebrauch machen, die direkt aus der
Definition des “lim sup” folgen:
Falls 81, 82, B3, ... eine Folge von nicht-negativen reellen Zahlen ist und 8 = limsup;_,., 5;
0 < B < o0 befriedigt, dann gilt

(iii) fiir jedes #, 0 < # < 1 gibt es unendlich viele Integerzahlen i, 1 < i < oo, so dass

Bi > 0p;
und
(iv) fiir jedes 6 > 1 gibt es nur endlich viele Integerzahlen i, 1 < i < oo, so dass 3; > ;

Nun sind wir bereit, das Cauchy-Hadamard Theorem zu beweisen. Man betrachte die kom-
plexe Potenzreihe

und sei
Y= lim sup \Z/ m
1—00 (N
Man nehme zuerst an, dass 0 < v < 400 (d.h. dass 7 # 0 and 7 # 400.) Sei xq eine beliebige
komplexe Zahl mit |zq| > ;1, d.h.

1
|x0|:(1+5); mit § > 0,
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und man betrachte die komplexe Reihe Y 2%, ¢;z). Es gilt
jeszh] = leillaol* = (¥/Tei] - |
. i
Vel
v

(1+9)

Es folgt aus Eigenschaft (iii) von oben, dass (1 + 8)v/]c;| > v (oder gleichwertig v/ [c;] > =5)
fiir unendlich viele Werte von i gilt, und daher ist lim;_,, ¢;z{) # 0. Wegen obiger Eigenschaft
(i) folgt, dass Y22, c;zh divergiert.

Man nehme nun umgekehrt an, dass xg eine beliebige, von Null verschiedene, komplexe Zahl
mit |z <;1, d.h..

1
— mit § >0,

und man betrachte die komplexe Reihe Y 2%, ¢;z§. Es gilt

J—;

1 /el
v

144§
i . i
1+6/2)

Es folgt aufgrund der Eigenschaft (iv) von oben, dass lﬁf V/leil > v (oder gleichwertig

\"4_(:1-| > 11;‘;27) fiir hochstens endlich viele Werte von ¢ gilt, sagen wir fiir ¢ € J, wobei J
eine endliche Menge von nicht-negativen Integerzahlen ist. Daher haben wir

jeway| = (Ve - ol )" =

1+6/2 /]eil
1+6 v

00 4 4 00 1 o,
C'Iz S G ! + — = . ? + <+ 1.
;‘ i 0‘ ZeZJ| i 20| ; (11 0/2) ;|CZCE0| 5

Daraus schliessen wir, dass > 7, cixé absolut konvergiert und daher, durch die Eigenschaft
(ii), auch konvergiert. Dies schliesst die Beweisfiihrung ab, dass Y ic, c;zf) divergiert, falls

1

linsuprs o V101

|a:0| >

und absolut konvergiert, falls
1

T

falls 0 < limsup,_,, v/|ci| < 400, was das Wesentliche des Cauchy-Hadamard Theorem ist.
Wir iiberlassen dem Leser die Aufgabe, den obigen Beweis so zu modifizieren, um zu zeigen,
dass Zfio ¢z absolut konvergiert fiir alle komplexen zg, falls lim sup;_, ., (/ |ci| = 0 und dass
Yoo ciwh divergiert fiir alle g # 0, falls limsup,_, . v/|¢i| = +00 .

\a:0| <



